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Über die Divisorenklassen nullten Grades 
in einem abstrakten elliptischen Funktionenkörper. 


Von Mikao Moriya in Sapporo (Japan). 





In einer Arbeit über die Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkörper!) 
hat Hasse folgenden Satz bewiesen: 

Hauptsatz. Es sei K ein algebraischer Funktionenkörper einer Unbestimmten vom 
Geschlecht 1 über einem algebraisch-abgeschlossenen Konstantenkörper k der Charakteristik p 
(= 0 oder Primzahl). 

Für die Anzahl h„ der Divisorenklassen C von K mit C" = 1 gilt: 


(1) hhn=n?, wenn p4n; 
hh=n, wenn n=p und A=+V0 
(2) e —=14, wenn n=p und A= H P+0). 


Dabei ist A eine gewisse von Hasse eingeführte Invariante von Ä, deren Wert 
ein Element aus % ist. 

Wie Hasse selbst dort schon bemerkt, ist sein Beweis mehr rechnerisch. Wenn man 
aber den Konstantenkörper k auf einen absolut-algebraischen algebraisch-abgeschlossenen 
Körper von Primzahlcharakteristik p beschränkt, so kann man den ganzen Beweis mit 
weniger Rechnung durchführen, indem man sich weitgehend auf die Klassenkörper- 
theorie?) über Ä stützt. Dies soll im folgenden geschehen?). 

1. Es sei K ein algebraischer Funktionenkörper einer Unbestimmten mit endlichem 
Konstantenkörper k der Charakteristik p von g Elementen. Dann ist bekanntlich?) die 
abelsche Gruppe &, aller Divisorenklassen nullten Grades von K endlich, und ferner 
existiert eine Divisorenklasse ersten Grades C, von K. Die volle Divisorenklassengruppe 
von K ist dann das direkte Produkt aus C, und dem von C, erzeugten unendlichen 
Zyklus {C,}. 





1) H. Hasse, Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkörper. I. Die Struktur der Gruppe der Divi- 
sorenklassen endlicher Ordnung, dieses Journal 174 (1936), S. 55—62. 

®2) Für die Klassenkörpertheorie über K weise ich auf folgende Arbeiten hin: 

F. K. Schmidt, Die Theorie der Klassenkörper über einem Körper algebraischer Funktionen in einer Unbe- 
stimmten und mit endlichem Koeffizientenbereich, Sitzungsberichte Erlangen 62 (1930), S. 267—284. 

H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkörper, insbesondere bei endlichem Kon- 
stantenkörper, dieses Journal 172 (1934), S. 37—54. 

E. Witt, Der Existenzsatz für abelsche Funktionenkörper, dieses Journal 173 (1935), S. 43—51. 

M.Moriya, Rein arithmetisch-algebraischer Aufbau der Klassenkörpertheorie über algebraischen Funktionen- 
körpern einer Unbestimmten mit endlichem Konstantenkörper, Jap. Journ. of Math.15 (1938), 5. 67—84. 

*) Herrn Hasse habe ich für eine Reihe von Verbesserungen und Vereinfachungen zu danken. 

*) Siehe dazu F. K. Schmidt, Analytische Zahlentheorie in Körpern der Charakteristik p, Math. Zeitschr. 33 
(1931), S.1--32; insbes. $.24, 27. 
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In der Klassenkörpertheorie über X sind die endlichen Konstantenerweiterungen 
von K in folgender Weise charakterisiert: 

Hilfssatz 1. Die endlichen Konstantenerweiterungen von K sind die Klassenkörper 
zu den &, enthaltenden Divisorenklassengruppen von endlichem Index. 

Beweis. In der Konstantenerweiterung Ä,„ vom Grade n über K ist bekanntlich 
ein Primdivisor p von K dann und nur dann vollzerlegt, wenn seine Restklassenzahl 
K(p) = 1 mod. g* ıst. Daraus folgt nach den allgemeinen Sätzen der Klassenkörper- 
theorie über A, daß A„ Klassenkörper zu der durch (a) = 1 mod. g" definierten 
Gruppe H,„ von Divisoren a von K ist. H,„ ist das direkte Produkt aus &, und {C7}. 
Durchläuft n alle natürlichen Zahlen, so durchläuft FH, alle &, enthaltenden Divisoren- 
klassengruppen von endlichem Index in der vollen Divisorenklassengruppe von Ä, wie 
behauptet. 

Aus Hilfssatz 1 folgt nach den allgemeinen Sätzen der Klassenkörpertheorie: 

Hilfssatz 2. Die zyklischen unverzweigten Erweiterungen vom Grade n über K, die 
keine echte Konstantenerweiterung von K enthalten, sind die Klassenkörper zu denjenigen 
Divisorenklassengruppen von K, die aus Untergruppen von &, vom Index n mit zyklischer 
Faktorgruppe durch Hinzunahme einer geeigneten Divisorenklasse ersten Grades C, erzeugt 
werden. 

Es sei Z eine zyklische unverzweigte Erweiterung von Ä. Mit o bezeichnen wir 
einen erzeugenden Automorphismus von Z/K. Unter dem Einheitenhauptgeschlecht von 
Z/K verstehen wir, wie üblich, die Gruppe aller derjenigen Einheiten 7 aus Z, deren Normen 
nach Ä gleich 1 sind. Das Einheitenhauptgeschlecht von Z/ÄK enthält als Untergruppe 
die (1 — o)-ten Potenzen €” der Einheiten & aus Z. Es gilt: 

Hilfssatz 3. Es sei Z eine zyklische unverzweigte Erweiterung von K. Dann ist die 
Gruppe derjenigen Divisorenklassen von K, die in Z in die Hauptklasse übergehen, ıso- 
morph zur Faktorgruppe n/e " des Einheitenhauptgeschlechts von Z/K. 

Beweis. Bezeichnet a Divisoren von Ä und & Elemente aus Z, so schließt man in 
bekannter Weise, daß durch die Beziehungen 


a=(), A —n 
ein Isomorphismus der fraglichen durch die a vertretenen Divisorenklassengruppe von A 
in die Faktorgruppe n/e' ” geliefert wird. Dieser Isomorphismus erfolgt auf die volle 
Faktorgruppe n/e'". Denn gehört 7 zum Einheitenhauptgeschlecht, ist also Nz,x(n) = 1, 


so existiert bekanntlich ein Element & aus Z mit 7 = &%". Dann ist (%)” = (%); wegen 
der Unverzweigtheit von Z über Ä ist also (x) = a ein Divisor von Ä, der in Z in die 
Hauptklasse übergeht. 

Im folgenden betrachten wir zyklische unverzweigte Erweiterungen Z vom Prim- 
zahlgrade ! über Ä. Diese zerfallen in die Konstantenerweiterung vom Grade / über A 
und solche, die keine Konstantenerweiterungen von Ä sind. Die erstere nennen wir kurz 
den unechten l-Körper, die letzteren echte l-Körper über K. 

Die Gruppe der in X enthaltenen /-ten Einheitswurzeln fällt mit der Gruppe der in Z 


enthaltenen /-ten Einheitswurzeln zusammen; ihre Ordnung ist !’ mit o = 0 oder 1. Wir 
beweisen jetzt: 

Hilfssatz 4. Ist Z der unechte l- Körper über K, so existiert keine Divisorenklasse von K, 
die erst in Z in die Hauptklasse übergeht. 

Ist aber Z ein echter l-Körper über K, so geht genau eine Divisorenklassengruppe der 


Ordnung ! von K in Z in die Hauptklasse über. 
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Beweis. Es mögen k bzw. k die Konstantenkörper von K bzw. Z bezeichnen. Die 

Einheiten e bzw. e von K bzw. Z sind die von Null verschiedenen Elemente aus k bzw. k. 
Ist Z der unechte I-Körper über K, also Z = Kk, so gilt für eine Einheit 7 aus dem 

Einheitenhauptgeschlecht von Z/K 

Nin(n) = Nzuln) = 1. 


1—o 


Daher gibt es zu 7 ein Element & aus k mit 7 = & Das Einheitenhauptgeschlecht 


von Z/K fällt dann also mit der Untergruppe &” zusammen. 

Ist aber Z ein echter !-Körper über X, also k = k, so ist das Einheitenhauptgeschlecht 
von Z/K durch 

= Nza(n) 1 

charakterisiert, fällt also mit der Gruppe der /!-ten Einheitswurzeln in Ä zusammen, 
während die Untergruppe €" = 1 ist. 

Hieraus ergeben sich die Behauptungen nach Hilfssatz >. 

In Hilfssatz 4 darf auch ! = p (Charakteristik von k) sein. Dann ist o—=(0. Für 


die p-Körper Z über K existiert also niemals eine Divisorenklasse von Ä, die erst ın Z 
in die Hauptklasse übergeht. 


Das Hauptgeschlecht von Z/K im Sinne der allgemeinen Klassenkörpertheorie be- 
steht, weil Z unverzweigt über Ä ist, also den Führer 1 hat, definitionsgemäß aus den- 


jenigen Divisorenklassen (nullten Grades) C von Z, deren Norm die Hauptklasse von K 
ist, kurz Nz,x(C) = 1. Nach dem Hauptgeschlechtssatz°) fällt es mit der Gruppe der 
(1 — o)-ten Potenzen der Divisorenklassen von Z zusammen. Die Geschlechter von Z/A 
sind die Klassen, in die die Divisorenklassengruppe nullten Grades von Z nach dem Haupt- 
geschlecht von Z/K zerfällt. Die Anzahl der Geschlechter von Z/K ist?) 

h[n*:n] 


— —. 


8 n.. 1 
aln:e 


Dabeı bezeichnet 
h die Anzahl der Divisorenklassen nullten Grades von Ä (kurz die Klassenzahl 
von Ä), 
a den größten gemeinsamen Teiler der Grade in Z aller Divisoren von Ä, 
n bzw. * die Gruppen derjenigen Einheiten aus Ä, welche Normen von Einheiten 
bzw. von Elementen aus Z sind, 
»; und e wie bisher Einheitenhauptgeschlecht von Z/A und Einheitengruppe von Z. 
Es ist a = 1 oder /, je nachdem Z der unechte oder ein echter !-Körper über Ä ist. 


Ist Z der unechte !-Körper über Ä, so ist, wie bereits im Beweis von Hilfssatz 4 
gezeigt, 7 = &!—”. Ferner ist dann 7* = n; denn nach der Theorie der endlichen Körper 


ist jedes von Null verschiedene Element aus k Norm eines Elements aus Ak, also jede 


Einheit aus X Norm einer Einheit aus Z = Kk. Für den unechten /-Körper gilt hiernach 
einfach: 


gu 
Daraus folgern wir: 
Satz 1. Ist Z der unechte l-Körper über K, und ist die Klassenzahl h von K genau 


durch  (e > 1) teilbar, so ist die Klassenzahl h von Z mindestens durch [°* teilbar. 


°) Siehe dazu F. K. Schmidt, 1. c.2), $3. Die dort gemachte Einschränkung ! + p ist unwesentlich; siehe 
Moriya, 1. c.?), $1, 
9% 
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Beweis. Wegen e > 1 gibt es eine Divisorenklasse nullten Grades € + 1 von K mit 
Cc' —=41. Es sei € die C enthaltende Divisorenklasse nullten Grades von Z. Nach Hilfs- 
satz A ist C #1. Wegen Nzx(C) = C' —=1 gehört C zum Hauptgeschlecht von Z/K. 
Hiernach ist die Anzahl A, der Divisorenklassen des Hauptgeschlechts durch / teilbar. Da- 


her ist die Klassenzahl h = gh, = hh, von Z mindestens durch /°*' teilbar, wie behauptet. 

2. Wir setzen jetzt voraus, daß K ein elliptischer Funktionenkörper (d.h. ein 
algebraischer Funktionenkörper einer Unbestimmten vom Geschlecht 1) mit endlichem 
Konstantenkörper k von der Charakteristik p ist. Dann enthält nach dem Riemann- 
Rochschen Satz jede Divisorenklasse ersten Grades von Ä genau einen Primdivisor ersten 
Grades 6). Die Klassenzahl h von K ist also gleich der Anzahl der Primdivisoren ersten 
Grades von K. 

Ist Z ein echter !-Körper über Ä, so enthält nach Hilfssatz 2 die Z in X zugeordnete 
h 


j Divisorenklassen ersten Grades von K, 


Divisorenklassengruppe H vom Index ! genau - 


u a a 
und daher genau ] Primdivisoren ersten Grades von K. Diese j Primdivisoren von K 


und nur sie zerfallen in Z in Primdivisoren ersten Grades. Demnach gibt es genau h Prim- 
divisoren ersten Grades von Z. Nach der Formel für das Relativgeschlecht °) hat nun 
Z wieder das Geschlecht 1, ist also wieder ein elliptischer Funktionenkörper. Daher 
hat Z wieder die Klassenzahl A. Wir haben damit folgendes Seitenstück zu Satz 1: 


Hilfssatz 5. Ist Z ein echter l-Körper über K, so ist die Klassenzahl h von Z gleich 
der Klassenzahl h von K. 

Die Divisorenklassen nullten Grades von K, deren Ordnungen Potenzen einer 
Primzahl ! sind, nennen wir kurz die /-Klassen von K. Wir beweisen jetzt: 

Satz 2. Es sei K ein elliptischer Funktionenkörper über einem endlichen Konstanten- 
körper, und es sei l eine Primzahl, die in der Klassenzahl von K aufgeht. Dann ist die 
I-Klassengruppe von K 

zyklisch füro=(, 

von höchstens zweigliedrigem Typus (", 1”) füro=1. 

Dabei bezeichnet wie bisher /” die Anzahl der !-ten Einheitswurzeln in K. 

Beweis. Nach Hilfssatz 2 existiert ein echter /-Körper Z über X. Nach dem Beweis 
des Umkehrsatzes und Hauptgeschlechtssatzes der Klassenkörpertheorie ®) ist die Anzahl g 
der Geschlechter von Z/K gleich dem /-ten Teil der Klassenzahl h von Ä, also 


„Rh 
Se 5 


Für die Anzahl h, der Divisorenklassen im Hauptgeschlecht von Z/K gilt daher 


We 


g h 
Nach Hilfssatz 5 folgt daraus einfach 
ni, 


Es sei nun (,,...,C, mit den Ordnungen /”,...,/” eine Basis der !-Klassen- 


jer—1 


gruppe von K, so daß also (| = , ..,C7=(, eine Basis der Gruppe der 


6) Siehe dazu 1. c.!), S. 56. 

?”) Siehe dazu Hasse, 1. c.?), S. 43. 

8) Siehe F. K. Schmidt, 1. c.?), S. 277 oben. Weil hier Z unverzweigt über X ist, fällt die dortige Divisoren- 
gruppe H, hier mit der Hauptklasse von ÄK zusammen. 











ir IS ENTSERNNE RER NT TREE 












































Moriya, Divisorenklassen nullten Grades in einem elliplischen Funktionenkörper. 65 


I ; l-Klassen von K vom Exponenten / ist. Es seien ferner C7,..., C* die C7,..., C* ent- 
haltenden Divisorenklassen von Z; wegen Nzx(C;) - (CH =4 (i=1,...,r) gehören 

sie sämtlich zum Hauptgeschlecht von Z/K. 
Im Falle o=0 sind nun nach Hilfssatz 4 die Klassen CY,.. MR ;-; unabhängig. 


; Aus der zuvor gemachten Feststellung A, = ! folgt also, daß dann notwendig r = 1 ist. 
| E Im Falle o = 1 dagegen ist nach Hilfssatz 4 bei passender Normierung der Basis etwa 
i C* = 1, während C7,.. ., C}_ı unabhängig sind. Aus hy = 1 folgt also, daß dann not- 
wendig r = 1 oder 2 ist. 

Der damit bewiesene Satz 2 wird die Grundlage für unseren Beweis des Haupt- 
satzes bilden. Ehe wir diesen Beweis führen können, müssen wir noch untersuchen, 
wie sich 'die in Satz 1 festgestellte wirkliche Vergrößerung der !-Klassengruppe bei Über- 
gang zum unechten /-Körper auf die in Satz 2 festgestellte Struktur der /!-Klassengruppe 
auswirkt. Wie schon im Beweis von Satz 2 haben wir dazu hilfsweise auch echte /!-Körper 
heranzuziehen. Wir beweisen zunächst: 

Hilfssatz 6. Es seı Z ein echter l-Körper über K, und es seıo=1. Ferner sei die 





We EEE ET 


I-Klassengruppe von K zyklisch von einer Ordnung ! mit e> 1. Dann ist die l-Klassen- 


gruppe von Z vom zweigliedrigen Typus (1, 1°”*). 
Beweis. Das Hauptgeschlecht von Z/K hat nach dem Beweis von Satz 2 die Ord- 


| nung /; es sei C, von der Ordnung / eine erzeugende Klasse dieses Hauptgeschlechts. 
Es sei ferner C von der Ordnung /” ein erzeugendes Element der /!-Klassengruppe von K 
E und €, die C enthaltende Divisorenklasse von Z; nach Hilfsssatz 4 hat C, die Ordnung 
7, Wegen Nzrx(C3) = €, Nz/x(Cı) = 1 ist der Zyklus {C,} fremd zum Zyklus {Cı}; 
somit ist {C,, C,} eine Untergruppe vom Typus (/, °”') der !-Klassengruppe von Z. Da 
die letztere nach Hilfssatz 5 die Ordung /” hat, ergibt sich die Behauptung. 

Wir beweisen ferner: 

Hilfssatz 7.. Die l-Klassengruppe von K sei vom zweigliedrigen Typus (l"', !") mit 
ec, 21,e,>4. Dann ist die l-Klassengruppe des unechten l-Körpers K über K von einem 
zweigliedrigen Typus (l",1®) mit e&, > 0, & > ®,. 

Wir bemerken, daß die gemachte Voraussetzung e, Z1,e, 21 nach Satz 2 zur 
Vorbedingung hat, daß o = 1 und daher insbesondere ! + p ist. 


RETTET TREE IF ? 2 BEER IE Te ERROR REEL TEE: ee 


Beweis. Es sei C,, C, mit den Ordnungen /", !” eine Basis der /-Klassengruppe von 
K. Die C,, C, enthaltenden Divisorenklassen C,, C, von K haben nach Hilfssatz 4 wieder 
die Ordnungen /", * und sind unabhängig. Wir setzen CU = C*, &" =C*. Wegen 
N zx(C5) — ee —41 (i=1,2) gehören en, ” zum Hauptgeschlecht von K/K. Nach 
dem Hauptgeschlechtssatz gibt es also Divisorenklassen A,, A, von K derart, daß 


SEE TERROR IR RT ERS TRRERETTER 


in Time; KK 
C=A, ,C5; =Ay” ist, wo o einen erzeugenden Automorphismus von Ä/K be- 
zeichnet. Dabei darf man ohne Einschränkung voraussetzen, daß A,, A, vom Grade 0 


sind, indem man A,, A, durch geeignete Potenzen einer Divisorenklasse dividiert, die 
durch einen Divisor ersten Grades von K geliefert wird. Ferner darf man ohne Ein- 
schränkung voraussetzen, daß A,, A, !-Klassen sind, indem man A,, A, mit geeigneten 
Exponenten a, =1 mod. /", a,=1 mod. !” versieht. 

Die volle /-Klassengruppe © von k enthält die Untergruppe $ = {C,,C,} vom 


Typus (/*, 7”), sowie die eben konstruierten /-Klassen A,, A,. Besteht eine Relation 


ATATCHEN 1, 





66 Moriya, Divisorenklassen nullten Grades in einem elliptischen Funktionenkörper. 


so folgt durch Potenzierung mit 1 — o wegen CC" — 1, C3” = 1 die Relation 
Je—1 - 10.1 


Ho -1,dh WO oT, 
und somit x,, 22 = 0 mod. !. Daher ist die Faktorgruppe ®/$ nicht zyklisch. Nun ist & 


nach Satz 2 jedenfalls von einem Typus (!", !”) mit gewissen e,,e,. Nach dem eben 
Festgestellten ist dabei notwendig e, > €), &z > £,, wie behauptet. 

Nunmehr können wir beweisen: 

Satz 3. Es sei l eine Primzahl, die in der Klassenzahl von K aufgeht, und es sei 
o=1. Dann gıbt es eine endliche Konstantenerweiterung von K, deren 1-Klassengruppe 
nicht zyklisch, also von zweigliedrigem Typus ist. 

Beweis. Es sei K der unechte l-Körper über X, und K der unechte l-Körper über K. 
Angenommen, die !-Klassengruppen von K, K, K wären alle zyklisch, für ihre Ordnungen 


T, T, F gelten nach Voraussetzung und Satz 1 die Ungleichungen 1 <e <e<e. SeiZ 
ein (sicher vorhandener) echter l-Körper über K und Z=ZK. Dann ist Z ein echter 
/-Körper über K und der unechte /-Körper über Z. Nach Hilfssatz 6 ist die /-Klassen- 


gruppe von Z vom Typus (l, 1°), und die /-Klassengruppe von Z vom Typus (1, 1'”'). 
Das steht aber im Widerspruch zu Hilfssatz 7. Daher ist die gemachte Annahme zu ver- 
werfen, was die Behauptung ergibt. 

Von Satz 3 ausgehend erkennt man jetzt durch sukzessive Bildung der unechten 
!-Körper und Anwendung von Hilfssatz 7 die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Satz 4. Es sei K ein elliptischer Funktionenkörper über einem endlichen Konstanten- 
körper der Charakteristik p. Es sei l eine von p verschiedene Primzahl, die in der Klassen- 
zahl von K aufgeht, und K enthalte eine primitive I-te Einheitswurzel. 

Sind dann e,, e, beliebig vorgegebene natürliche Zahlen, so gibt es eine endliche Kon- 


stantenerweiterung K von K, deren l-Klassengruppe von einem zweigliedrigen Typus ee, 
mi e, Ze, & 2 6, Ist. | 

3. Wir betrachten nunmehr einen elliptischen Funktionenkörper K mit absolut- 
algebraischem algebraisch-abgeschlossenen Konstantenkörper von Primzahlcharakteristik 
p. Die elliptischen Funktionenkörper X, mit endlichem Konstantenkörper derart, daß 
K aus K, durch Konstantenerweiterung entsteht, nennen wir kurz Approximations- 
körper von K. 

Jeder Divisor a von Ä kann als Divisor eines geeigneten Approximationskörpers 
K, aufgefaßt werden. Man erhält einen solchen Approximationskörper Ä,, indem man 
von einem beliebigen Approximationskörper Ä, ausgeht und für jeden Primteiler p von a 
in Ä die konstanten Reste mod. p der für p ganzen Elemente aus K, zu Ä, adjungiert. 
(Der so konstruierte für unsere Zwecke ausreichende Approximationskörper X, hat sogar 
die Eigenschaft, daß a in Ä, ein Produkt von Primdivisoren ersten Grades ist; doch 
kommt es darauf nicht an.) Natürlich gehört auch jedes Element x aus K bereits zu 
einem geeigneten Approximationskörper K, von K. Daraus folgt, daß eine Haupt- 
divisorbeziehung a = (x) in ÄK ebenfalls bereits in einem geeigneten Approximations- 
körper K, von K besteht. 

Der zu beweisende Hauptsatz betrifft die Struktur der Gruppe der Divisoren- 
klassen von Ä vom Exponenten n. Durch direkte Zerlegung nach der Primzahlpotenz- 
zerlegung von n reduziert er sich in bekannter Weise auf den folgenden Satz, den wir jetzt 


beweisen wollen: 
Satz 5. Es sei K ein elliptischer Funktionenkörper mit absolut-algebraischem alge- 


braisch-abgeschlossenen Konstantenkörper von Primzahlcharakteristik p. Ferner sei 
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ine Potenz einer Primzahl I. Dann ist die Gruppe der Divisorenklassen von K vom Expo- 
el pP 


nenten 
1 vom zweigliedrigen Typus (F,T), wenn I+#p; 
8 yp , 
9 zen von der Ordnung , wenn I=p und A=+0\ 
(2) von der Ordnung 1, wenn I=p und A=0J' 


Beweis. 1) Es sei + p. Dann existiert eine Divisorenklasse € +1 von A, für 
die @ =1 ist). Es sei a ein Divisor aus C. Nach dem zuvor Bemerkten gibt es einen 
Approximationskörper Ä, von Ä derart, daß a auch Divisor von A, ist und daß die durch a 


bestimmte Divisorenklasse C, von K, ebenfalls die Eigenschaft €; = 1 hat; natürlich 
ist auch C, #1. Dieser Approximationskörper Ä, kann von vornherein so gewählt 
werden, daß er eine primitive /-te Einheitswurzel enthält. Nach Satz 4 gibt es dann einen 
K, umfassenden Approximationskörper K, von Ä, dessen /-Klassengruppe eine Unter- 


gruppe 6, vom Typus (/”, 7) enthält. Die Klassen aus 6, liefern auch in Ä eine Gruppe 


vom Typus (/‘, 7). Denn sonst ginge eine von der Hauptklasse verschiedene Klasse aus 
&, in K in die Hauptklasse über; dasselbe gälte dann auch in einem passenden, A, ent- 
haltenden Approximationskörper Ä, von A und, durch Normbildung, auch ın dessen maxi- 
malem Teilkörper von /-Potenzgrad über A,; letzteres ist aber nach Hilfssatz 4 un- 


möglich. Gäbe es nun in Ä außer den Klassen aus © noch eine weitere Klasse vom Expo- 


nenten /*, so enthielte die /-Klassengruppe von K eine Untergruppe vom Typus (/, 7, 1). 
Dann enthielte aber auch die /-Klassengruppe eines passenden Approximationskörpers 
von K eine Untergruppe von diesem Typus, was nach Satz 2 unmöglich ist. Damit ist 
die Behauptung (1) bewiesen. 

2a) Es seil= pund A #0. Dann existiert ein echter p-Körper Z über A 10), Zu 
Z gibt es einen Approximationskörper Ä, von Ä derart, daß Z = Z,ÄK mit einem echten 
p-Körper Z, über X, ist, der seinerseits Approximationskörper von Z ist; nach Hilfssatz 2 
ist dann die Klassenzahl von A, durch p teilbar. Nach Satz 1 gibt es daher einen A, ent- 
haltenden Approximationskörper von Ä mit durch p* teilbarer Klassenzahl; die p- 
Klassengruppe von Ä, enthält dann nach Satz 2 eine zyklische Untergruppe ®, von der 
Ordnung p’. Hieraus ergibt sich die erste Behauptung (2) entsprechend wie ım Be- 
weis von (1). 

2b) Es sei l= p und A = 0. Gäbe es dann eine von der Hauptklasse verschiedene 
p-Klasse von Ä, so gälte dasselbe auch für einen geeigneten Approximationskörper A, 
von K. Nach Hilfssatz 2 existierte dann ein echter p-Körper Z, über A,. Dann wäre 
Z=Z,K ein echter p-Körper über A, was aber für A = 0 unmöglich ist ®). Damit ist 
auch die zweite Behauptung (2) bewiesen. 





°) Für den Nachweis dieser Grundtatsache scheint die klassenkörpertheoretische Methode nicht auszureichen, 
man ist vielmehr auf die Betrachtung der Differentialdeterminante wie bei Hasse, 1. c.!), angewiesen. Es genügt 
aber hier die Feststellung, daß diese Differentialdeterminante nicht konstant ist, und dies kann sehr einfach durch 
Berechnung ihres Nenners bewiesen werden. 

') H. Hasse-E. Witt, Zyklische unverzweigte Erweiterungskörper vom Primzahlgrade p über einem algebrai- 
schen Funktionenkörper der Charakteristik p, Monatsh. f. Math. u. Phys. 43 (1936), S. 47742. 


Eingegangen 15. November 1938. 














Zur Theorie der algebraischen Funktionen 
zweier Veränderlicher. II. 


Zusammenhang zwischen linearen Integralen zweiter und dritter Gattung. 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle-S. 





In dieser Arbeit wird gezeigt, daß man die linearen Integrale zweiter Gattung aus 
einem linearen Integral dritter Gattung durch Differentiation nach Parametern erhalten 
kann. Die Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schlusse der Arbeit. 


$ 1. Bestimmung einer Schar von Primteilern'). 

Der späteren Verwendung wegen müssen wir zunächst Scharen von Primteilern 
betrachten, wenn darüber auch nicht viel Neues zu sagen ist. Ich folge der Darstellung 
von Frl. G. Nitzsche in einer Staatsexamensarbeit. 

Es sei <&) eine Schar von Primteilern €, und 6, ein allgemeiner Primteiler der 
Schar. Wir setzen voraus, daß {6} > 2 und daß die Klasse (C) vollkommen primitiv ist, 
daß also dıe ganzen Divisoren aus (C) keinen gemeinsamen Faktor und keine gemein- 
samen Nullstellen haben. Ferner soll (E,, E,) > 0 sein. 

Wir wählen eine Klasse (©) mit folgenden Eigenschaften: 

1. (6) soll regulär sein, so daß 

(1) 6} =0,r+1= (6; =p,+1+ 46,6) — 46, 8), 

2. 96,(©) = (, 

3. {8/8} > 0. 

Solch eine Klasse gibt es immer. 

Unter den ganzen Divisoren aus (&) gibt es wegen 3. solche, die zerfallen, und 


zwar so, daß der eine Faktor der Schar (CE) angehört. Wir bezeichnen diese & mit & und 
setzen 


(2) = 6% 
und im besonderen 


Der Faktor 9 ist durch € nicht eindeutig bestimmt, da er irgendein ganzer Divisor aus 
(8) = (GE) sein kann. 
Setzt man 


(4) (6, 9) = (&,, 96) = 6, 


so hat jeder Divisor & im allgemeinen ö Doppelpunkte, nämlich die Schnittstellen von 
C und 9. Da schon die Klasse (€,) vollkommen primitiv ist, so sind diese öd Doppelpunkte 


1) Vgl. [3]. 
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beweglich, im allgemeinen von einander verschieden und gewöhnliche Doppelpunkte 
mit getrennten Tangenten. 

Umgekehrt zerfällt jeder der Divisoren ®, der ö Doppelpunkte hat. Severi beweist 
das indirekt in folgender Weise. Es sei etwa 6* ein ganzer Divisor aus (6) mit ö Doppel- 
punkten, der nicht zerfällt. Da &* m &, = 6,9,, so ist wegen (A) 

22(6*) — 2 = (G*, HH) — 25 = (LER) + (Hd, Hof) 
= 2n(8,) — 2 + 272(9,) — 2 
oder 

(5) a(&,) + (9) = ar) +1. 

Der Primteiler oder Körper &* kann stetig in den zerfallenden Körper E,9, übergeführt 
werden. Dabei würde nach (5) die Zahl der linear unabhängigen Differentiale erster 
Gattung um 1 größer werden, was nicht möglich ist. 

Man wird so dazu geführt, diejenigen ganzen Divisoren aus (®) zu betrachten, die 
ö Doppelpunkte haben, und zwar im allgemeinen gewöhnliche Doppelpunkte mit ge- 
trennten Tangenten. Es seien 

(6) Gy G, Ga,..., © 
r + 1 linear unabhängige ganze Divisoren aus ($), so daß sich jeder yanze Divisor aus 
(%) in der Form 

(7) =. +41, +: +,®, 
darstellen läßt, wo die c; konstant sind. Sollen die & ö Doppelpunkte haben, so müssen 
die c gewissen algebraischen Bedingungen genügen. Daher werden die c; algebraische 
Funktionen von etwa s Parametern 9,99» ---,49, Die so erhaltene Schar von ganzen 
Divisoren & sei (6), und der Körper der Dimension s, dessen Stellen die Divisoren von 
(8) zugeordnet sind, sei N. Es kann eintreten, daß sich mehrere miteinander nicht zu- 
sammenhängende Lösungen ergeben, daß — mit anderen Worten — der Körper \ zer- 
fällt. Wir beschränken uns dann auf die Lösung, die &, = &,S, enthält, und nehmen 
an, daß N nicht zerfällt. 

Wie wir gesehen haben, zerfallen alle & aus (6). Da sie stetig ineinander übergehen 
und unter ihnen &,S, vorkommt, so zerfallen sie alle in ein E und ein 9, so daß <&) mit 


der Schar <&) der & übereinstimmt. Auf diese Art erhält man die Divisoren der Schar (EC). 


$ 2. Die Zahl s der Parameter‘). 


Es seien 7,, 735, ..., 75 ö Stellen des Körpers K. Da K von der zweiten Dimension 
ist, so hängt jede Stelle 7, von zwei Parametern ab. Im ganzen hat man also mit den 
Verhältnissen der cx in (7) r + 26 Unbekannte. Soll $ in 7; einen Doppelpunkt erhalten, 
so haben wir ®& bei 7; nach Ortsfunktionen u, v zu entwickeln und das absolute Glied 
und die Faktoren von u und » gleich Null zu setzen. Das gibt 36 Bedingungsgleichungen. 
Wären diese voneinander unabhängig, so würde s = (r + 26) — 36 = r— ö werden. 
Aber so einfach ist es im allgemeinen nicht. Man weiß ja auch nicht, ob man die ö Stellen 
T, ganz beliebig wählen kann. 


Nach $ 4 kann man setzen 
(8) 6=-&,+46,+:::+46, 
wo die A, algebraische Funktionen von s Parametern g, sind. Den algebraischen Körper, 


dessen unabhängige Veränderliche die q, Sind, haben wir mit N bezeichnet. $ sei eine 
Stelle von N, an der die A; regulär sind, so daß bei $ die A, gewöhnliche Potenzreihen 


2) Vgl. [3]. 
Journal für Mathematik, Bd, 181. Heft 2. 10 
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der q, werden, wenn wir annehmen, daß q,=0 in 5. Ferner sei die Bezeichnung so 
gewählt, daß der Stelle S der Divisor &, entspricht, so daß die A, für q, = 0 verschwinden. 
Die Entwicklungen für die A; bei 5 mögen folgendermaßen beginnen: 
(9) =... +. tt, +°., el, A ° 
Da von den s Parametern keiner überflüssig sein soll, so sind nicht alle Funktional- 
determinanten von je s der A, nach den g, identisch Null. Man kann annehmen, daß 


D( Ay, Ay = =, A) 
A = —— ’—=0. 
D(q, 99» 9,) 


Ferner kann man voraussetzen, daß A in S nicht verschwindet, so daß sich die g, aus 








den ersten s der Gleichungen (9) als gewöhnliche Potenzreihen der ersten s A; berechnen 
lassen. Die so erhaltenen Reihen in die letzten r— s der Gleichungen (9) eingesetzt, 
ergeben A4ı, Asr2, - - -, 4 als gewöhnliche Potenzreihen von A,, Ay, - . -, As, etwa 

Ar ht Gehe t + „At k=123..47r—8, 
wo die z, gewöhnliche Potenzreihen von A, A,,..., A, sind, die mindestens mit Gliedern 
zweiter Ordnung beginnen. Führt man diese Werte in (8) ein, so wird 


(10) © = ®, + 1,6, +4, 0% +... ),6' + 4... +. +n_,9. 
wenn man 
(11) = + cu ®tHı + aÖı2 + +06-:8d, k=1,2,...,8, 


setzt. Die ganzen Divisoren ©, ©,..., &%, Ö,41,..., ©, sind linear unabhängig, 
wie aus (11) folgt. Schreibt man für ®; wieder &;, so erhält man bei 5 die Darstellung 


(12) G= ®, 7 4,6, x ha 3 1,6, + u, Ö,,1 es n,_,®, 


WO A, Ay... A, Jetzt die Parameter sind und wo die „, gewöhnliche Potenzreihen von 





Ay Ay. ., A, Sind, die mit Gliedern mindestens zweiter Ordnung beginnen. 

6, habe Doppelpunkte an den ö Stellen 7, 2=1,2,...,6. Für kleine Werte 
der A, hat dann & Doppelpunkte 7;, wo 7; nahe bei 7;, liegt. Die Ortsfunktionen für 
T;. seien u,v. Sie mögen in 7; die Werte u, v haben. (Eigentlich müßten wir 
U;, ®;, U;, d%; schreiben, lassen aber der Einfachheit halber die Indizes fort.) x und ® sind 
Funktionen der 4. 


Da © in 7; einen Doppelpunkt hat, so bestehen identisch in den A; die Gleichungen 


(15) G(u, v) ne 0, eu (u, v) . 0, Fr (u, v) =(. 


c&(u, v) 
Hieraus folgt in Verbindung mit der zweiten und dritten der Gleichungen (13): 

eu ou 

y — ME re 

$, $, + 02, Ös+Hı + + 0), 8, a. 0, 
eu c 

“En 1 M,_; 

(> — $, —- 02, ,41 + u -H Or, 6, = 0, 
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wo die & zur Abkürzung eingeführt sind, füru=u,v=». Die & sind ganze Divi- 
soren aus (©) und untereinander und von ® linear unabhängig. Sie werden ebenso wie 
& an den ö Stellen 7; zu Null. Daher folgt: 


Hängen die Divisoren & von s Parametern ab, so gibt es in der Klasse (&) minde- 
stens s+ 1 linear unabhängige ganze Divisoren, die durch die Stellen 7; gehen, wo 


ein Divisor aus <&) Doppelpunkte hat. 
Da die Reihen «, mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen, so gehen die UM für 


); = 0 in die ©; über, und aus dem obigen Gleichungssystem ergibt sich, daß im beson- 
deren die s + 1 linear unabhängigen Divisoren &,, ®,,..., &, an den Stellen 7,;, ver- 
schwinden. 
Jetzt soll gezeigt werden, daß es auch nicht mehr linear unabhängige ganze Divi- 
soren in (©) gibt, die durch die Doppelpunkte eines allgemeinen Divisors & gehen. 
Dazu gehen wir von der Gleichung (12) aus. In ihr soll &, ein allgemeiner Divisor 


aus (®) sein, dessen ö Doppelpunkte die Stellen 7, seien. Die Divisoren ®&,, ©, .. ., ©, 
sollen ganze Divisoren aus (®) sein, die untereinander und von ®, unabhängig sind und 
die durch die Stellen 7;, gehen. Nach dem eben Bewiesenen können diese 6; so gewählt 
werden. Wir stellen uns die Aufgabe, die «, so als Funktionen der A, zu bestimmen, 


daß & ö Doppelpunkte hat, die nahe bei den Stellen 7;, liegen. Wie sich oben ergeben 
hat, hat die Aufgabe eine und nur eine Lösung, bei der die , gewöhnliche Potenzreihen 
der 4; sind, die mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen. Bei 7; sei 


(14) G, = —3(au? + 2buv +0) +--- 


Da &, ein allgemeiner Divisor aus (®) ist, so hat ®, in 7; einen Doppelpunkt mit ge- 
trennten Tangenten, so daß 


(15) E—aG=#0. 
Ferner sei bei 7; 
(16) = auu +buv + ::-, kueil.:8 
(17) Gr = mt °':, kai... t—b. 


Es bedeute (u, v) die Stelle 7; bei u. wo ® einen FE hat. Dann ist 
(18) ©, +49,+'+46 + 1u,Ö 


s+1 
ce, 06, co, f 0,41 co, 
(19) cu Rh ou r nr a TA 0, 
6, . 06, rn, | 8, 
a Aare tan +, = 


Aus (19) und (14) folgt 
20) au+ bv+l2)= P,(h,u), du+cv+(2)= %,(4, u), 
wo %,, und ®$,, gewöhnliche Potenzreihen der A, u a horn Koeffizienten gewöhnliche 


Potenzreihen von u, v sind. Wegen (15) erhält man aus (20) u und v als gewöhnliche 
Potenzreihen der A und a, die für A= u = 0 verschwinden. Setzen wir diese in (18) 
ein, so ergibt sich wegen (14), (16), (17), wenn wir r—s= o setzen, ein Gleichungs- 
system folgender Form: 


(21) 


di y ee P,(4, 4) ’ 
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wo die ®,(, «) gewöhnliche Potenzreihen der A, « sind, die mit Gliedern zweiter Ord- 
nung beginnen. 

Hieraus folgt zunächst, daß ö2Z0o=r—s ist. Denn sonst hätten wir für die 
o Unbekannten 4, weniger als o Gleichungen und mindestens eine von ihnen bliebe 
willkürlich, so daß die Zahl der Parameter größer als s sein würde. 

Aus den ö Gleichungen (21) muß sich für ein Wertesystem (A) nahe bei O0 ein und 
nur ein Wertesystem (z) ergeben, und zwar in funktionentheoretischem Sinne. Daher 
muß der Rang der Matrix (c;.) gleich o sein. 

In 7; werden ©, ©, .. ., &, zu Null, und die Funktionen ®,;, nehmen dort die 
Werte c,; an. Soll also 


= +++, + dr tt ßb, 
in den ö Stellen 7;, verschwinden, so müssen folgende Gleichungen gelten: 
Ben th tt 
at Pat th: 
Pest hat‘ + Pia =) 
Da aber der Rang der Matrix der Koeffizienten dieser Gleichungen den größten mög- 
lichen Wert o hat, so folgt ß, = ß, =: = ß, = 0, so daß es, wie behauptet, nur s + ! 
linear unabhängige ganze Divisoren in der Klasse (®) gibt, die durch die ö Stellen 7; 
gehen. 
Damit haben wir die Möglichkeit gewonnen, die Zahl s der Parameter zu berechnen. 
Für 6, >0 gelte 
9, Ö, > de 9 > h, > Do» (E) > (ec), (&) > (0); 
(MH, (ER) - (1) = (cM). 
Wir haben (®) so gewählt, daß (vgl. $ 1) 


(22) 


(23) /} = 0, {RE/GF = 0, (C,, KC/S) < 0, 06,(6) = 0, 
(24) (= p.+1+ 6, 6) — 3(6, 8). 


Die Ergänzungsklasse von (g) ist (t/g) = (cuE/g), ihre Ordnung ist 
(6; GC, K/6) = (&,, Er/G), 
also nach (23) kleiner als 0, so daß {t/g} = 0. Daher ist 
{9} = (6, 6) — 7(&,) + 1 = (&,, 6) — 36, 8) 


oder wegen $ — 9. (Eu, 9) = 6 


(25) {9} = 3(6,, 6) — 30, 8) + 6. 
Ist $ ein Primteiler und DO ein Divisor, so ist og(D) durch 
(26) {0} = {DO/P} + {a} — og(Q) 


definiert, wo (q) die Klasse ist, in die (DO) für P = 0 übergeht. Hieraus folgt für = ©, 
T = (,, da o@e(®) = 0, 
{6} = {6/64} + {9} 

oder, da © — (,%,, in Verbindung mit (25) 

(27) {6} = {90} + 3&, &) — IC, 8) + 6. 
Andererseits folgt aus (24) wegen G — (C,9, 

{8} = pa + 1 + 380 do) — 38 Ü) + 4 (C, EC) — I (CR) + 6. 

Durch Vergleich mit (27) ergibt sich 

(28) {Do} = Pa +1 + 390 90) — 40 R), 
so daß die Klasse ($,) regulär ist. 
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Die Ergänzungsklasse von (c,) ist (t/c,) = (CoE/%) = (P), so daß 
(29) fc — {Bi = (&. &) — 7%) + 1 = 46, &) — HER). 
Aus (26) folgt für = (6, ?=6% 


(30) {&} = 1 + 1003 — ©6,(6,) 
und für = 8, P%=- 6% 
(31) Pr, (iR) = {R/E,} + {HH — NR). 


Durch Subtraktion folgt aus (30) und (31) wegen (29) 
(32) @y=p,+1+3(4,E)— 30,8) o,(E) + ogR) — {RE} - 
In Verbindung mit (27) ergibt sich noch 
(33) (= BI + +. E15 —p, + {IE — 8. 
Soll ein ganzer Divisor & der Klasse (&) durch dıe Stellen 7;, gehen, so ist dazu 


notwendig und hinreichend, daß entweder ® durch 6, teilbar ist, oder, daß & für €, = 0 
in einen durch h, teilbaren Divisor übergeht. Von der ersten Art gibt es 


{/E} = {&,90/&0} = {90} » 

von der zweiten gibt es {g/hu} = {c,} linear unabhängige, da wg,(®) = 0. Daher ist 

(34) s+1= {90} + {00- 
Wegen (30) und (33) ist auch 

(35) s+1= 90 + u + os(&) — 1, 

(36) s+1={6}—6+ a {R/E,} — OR). 

Da wir angenommen haben, daß @, ein allgemeiner Divisor der Schar (CE) ist, so 
können wir in den gefundenen Gleichungen überall den Index O fortlassen, wenn wir 
annehmen, daß & und 9 nicht besonders aus ıhren Scharen ausgewählt sind. 


Ist die Klasse (CE) eines allgemeinen Divisors der Schar regulär, so gilt 


(37) UG=0, oO) Ep — Pr MR) = 0. 
Für diesen Fall ist also 

(38) s+t1=W+Q+.,—-n—1, 

(39) s+1= {6} —-(6—p,)- 


Die Gleichungen (36) und (39) sagen aus: 

Die Zahl der linear unabhängigen Bedingungen dafür, daß ein ganzer Divisor der 
Klasse (&) durch die ö Doppelpunkte eines allgemeinen Divisors & der Schar (6) geht, ist 
6 —p, + {NE} — @4(R) 

im allgemeinen und 
Be P, " 
wenn die Klasse (C) regulär ist. 
Es seı 
oo? die Zahl der ganzen Divisoren in einer Klasse (C), 
oo# die Zahl der Klassen (EC) in der Schar EC), 
0’ die Zahl aller Divisoren der Schar <C). 
Da jeder Divisor € in einer und nur einer Klasse enthalten ist, so ist 
(40) A+u=»v. 
Ferner ist 
(41) i= (0 — 1. 
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Wir bestimmen »v. Die Zahl aller Divisoren der Schar (®) ist 00°. Jeder von ihnen zer- 
fällt in einen Divisor & aus (&) und in einen Divisor 9. Während durch & der Divisor 


& eindeutig bestimmt ist, wird umgekehrt ® nicht eindeutig durch € gegeben, da 9 
jedesmal durch irgendeinen der ganzen Divisoren der Klasse (9) ersetzt werden kann. 


Daher gibt es oo!®-1 Divisoren ®, die denselben Divisor & liefern, so daß 


(42) v=s— {+1 
oder wegen (35) | 

(43) v—= {C} + we(E) —1. 
In Verbindung mit (40), (41) finden wir 

(44) nu = 0g(6). 


Da o,(E) Sp, — pP, 50 ist auch u<p, — P, 


Also gilt der Satz von Severi: 
<E> sei eine Schar von Primteilern. Ferner sei 


(45) (L,6)>0, {2>2. 
Die ganzen Divisoren aus (&) sollen keine allen gemeinsame Stellen haben. Dann besteht 
(EC) aus oo" Klassen, deren jede oo* Primteiler & enthält, wo 


(46) = {6} Ph, m ©,(E) . P,— Ps 


Ist im besonderen (&) regulär, so ist u = p, — P,- 


$ 3. Die Charakteristiken einer Schar?). 


(E) sei eine Schar von Primteilern €, wobei vorausgesetzt sei, daß die Klasse (€) 
regulär ist, daß also ©, (C)=y=p,—p,. Nach $ 1 kann man diejenigen ganzen Divi- 


soren einer passend gewählten Klasse (®), die in einen Primteiler & und einen Divisor 9 
zerfallen, in der Form 


(47) 6 -_ Ö, + 4,6, r RN 7 4,6, w n,Ö,.1 " Yahi * n,_,®, 
darstellen, wo 
6 = = Cd, 


einer der Divisoren & ist, nämlich der, den man für A, = 0 erhält. Die A; sind Parameter 
und die «, sind gewöhnliche Potenzreihen der A,, die mit Gliedern zweiter Dimension 


beginnen. 
Die Divisoren 
(48) +49 +++ AG, 

sind diejenigen, die durch die ö Schnittpunkte von @, und $, gehen. Setzen wir 
Bw) Watt, Wo=ßrtl, 


so sind unter den ganzen Divisoren (47) x linear unabhängige enthalten, die durch 9,, 
aber nicht durch €, teilbar sind, und $ linear unabhängige, die durch @,, aber nicht durch 
9, teilbar sind, während ©, = &,S, der einzige Divisor ist, der &, und 9, enthält. Es 
seien 


(50) &,8,..,& und 9,9n:-- 5 


x —+ 1 und 3 + 1 linear unabhängige ganze Divisoren aus (C,) und ($,). Da die Divi- 
soren Ö,, Ö,,.. ., &, durch s von ihnen linear abhängige, aber untereinander linear unab- 
hängige ersetzt werden dürfen, so kann man annehmen, daß 


>) vgl. [1], [2). 
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(51) ©; — 8,9; G, a4 2,8 


y+ 0? 


ei... E05 7% ee I 


während die Divisoren ®,, ®,,..., &, und auch keine lineare Kombination von ihnen 
weder durch @, noch durch 9, teilbar ist. Dabei ist benutzt, daß nach (38) 


(52) s=a+P+Y. 


Es bleiben also die Divisoren ®,, ©,, . . ., Ö,;. für &, = 0 linear unabhängig. Bezeichnet 
man daher die Divisoren des Körpers @,, in die 9, und ®, für €, = 0 übergehen, mit 
h, und 5, cz, so sind die Divisoren 


(53) C (9, .e..g Ca+y 


x + y linear unabhängige ganze Divisioren der Klasse (c,), in die (C,) für &, = 0 über- 
geht. Sie sind alle ganz, da die Divisoren G,, Ö,, . . ., Özs+, durch die Schnittpunkte von 
6, und 9, gehen, so daß sie für 6, = 0 durch h, teilbar werden. Da nach (30), (37) 
und (49) 

(54) & u: ' {60}; 
so ist jeder ganze Divisor aus (c,) von den Divisoren (53) linear abhängig. Von diesen 
gehen die letzten & aus ganzen Divisoren der Klasse (G,) hervor, die ersten y aber nicht, 
und auch keine lineare Kombination von ihnen. Denn es geht nach unseren Festsetzungen 
6; in c,+. über. Daher sind die x Divisoren C,+1, C,+2, - » -, C,+„ linear unabhängige ganze 
Divisoren aus (c,), die aus ganzen Divisoren aus (C,) für &, = 0 entstehen. Mehr solcher 
linear unabhängiger Divisoren darf es aber in (c,) wegen ®g,(C,) = y nicht geben. Daher 
kann keiner der ganzen Divisoren C,, Ca, - . ., C, und auch keine lineare Kombination von 
ihnen aus einem ganzen Divisor der Klasse (C,) hervorgehen. 

Um die Abhängigkeit von den Parametern /, anzudeuten, seien ©, 5, € auch mit 
$(2), 9(2), E(2) bezeichnet. Wir denken uns die #; fest gewählt und bezeichnen den 
Divisor, in den E(A’) für C(A) = 0 übergeht, mit c(}, A’). Für (2’) > (7) gehe c(A, 4’) in 
c(}) über. Dieser Divisor heißt nach Severi ein charakteristischer Divisor des Körpers C(}) 
oder auch kurz eine Charakteristik von C(}). 

Um die Charakteristiken zu bestimmen, setze man 

(55) 4 = + tar, 


wo die a; Konstante und { eine Veränderliche sein soll, so daß /; — /,, wenn t—0. Für 
kleine Werte von t ist 


UR)=EN+ Na +M. 
1 ‚k 
Hieraus folgt für 1>0, &(4) 0. 
j . CA) 
56 )= en, 
(56) c(A) PA 54, 
Ist im besonderen A; = 0, so daß C(A) = (,, so wird 
- o& 
(57) «(0)= Nalz;); 
1 ’ (a), 


wo der Index O bedeuten soll, daß nach der Differentiation die A; gleich Null zu setzen sind. 
Durch Differentiation von (47) nach A; ergibt sich wegen &(4) = H(A)C(}) 










76 Jung, Zur Theorie der algebraischen Funktionen zweier Veränderlicher. II. 






























Da die «, mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen, so wird für ,=0, ı=1,2,..,, 


N ee 


Setzt man hierin €, = 0, so erhält man wegen (51), (53) und, da 9, in 5, übergeht, 
(58) >) =, k=142..,17+8, 
0 


und wegen (57) 

(59) (0) = a,Cı + Ayla +: + QAyralyta: 
Die charakteristischen Divisoren von @, bestehen daher aus allen ganzen Divisoren der 
Klasse (c,). Welchen dieser Divisoren man bei dem Grenzübergang (4) — (0) erhält, 
hängt von der Richtung ab, in der die Stelle (A) in die Stelle (0) wandert. Da, irgendein 
Primteiler der Schar (&> ohne besondere Eigenschaften ist, so haben wir den folgenden 
Satz von Severi: 

Ist C ein Primteiler einer Schar <&), der nicht irgendwelche Besonderheiten hat, und 
ist (&) eine reguläre Klasse, so bestehen die charakteristischen Divisoren von & aus allen 
ganzen Divisoren der Klasse (c), in die die Klasse (&) für & = O0 übergeht. 


$ 4. Einfache Integrale zweiter Gattung und ihr Zusammenhang mit einem 
einfachen Integral dritter Gattung. 


Die Divisoren & beschränken wir jetzt so, daß wir jede Klasse (€) der Schar < (EC), 
einmal und nur einmal erhalten ($ 2, Schluß). Dazu wählen wir x Stellen S,, Ss, - - -, Sa 
auf &, und £ Stellen 7,, 7,,..., 73 auf $, und berücksichtigen nur diejenigen ® = (9, | 
bei denen € durch die Stellen $; und 9 durch die Stellen 7; geht. Die Werte, die ©, 
in S; und 7; annimmt, seien a; und di. Da @, in S; und 9, in 7; verschwindet, so ist 
nach (47) und (51) 


dio = bio . 0, biy+1 biy+? 28 Di,y+a nr 0, 
Gytatı = Aa = mal, 
und aus (47) folgt 
r—s 
(60) d;ı ba 7 Ad;, A + d;,,4+1 Ayrı + art + BP Ur: QAi,s+k = Ö, 
k=1 


(61) bdbadı ++ bi, + Diyrarı dyrarı ++ de + » urbisır = 0, 
=l2.:..ß8. ” 
Da die Divisoren €,€,,...,€C, und ebenso die Divisoren 1 D, linear 
unabhängig sind, so —— wir wegen (51) annehmen, daß 
aa| #0, =1,2,..,.0, k=y+i1,y+2,...,y+o, 
ba\ #0, = 4,2 De k=y+a+1l, y+a+2...,s. 


Dann ergeben sich, da die «, mit Gliedern zweiter Dimension beginnen, aus (60) und (61) 


. 2 ” ” ” . . ® 
die Parameter Ay+ı, Ay42,..., 4 als gewöhnliche Potenzreihen der y Parameter 
ÄAyÄAy Au Es sei 


‘ 


Ay+k = Py4r,1 A an 0y+k,2 ha Py+k,y ‚Ay + VE, k= 1, 2, ey + ß, 


wo die »; mit Gliedern zweiter aa beginnen. Setzt man diese Entwicklungen in 
(47) ein, so erhält man 


u a a ss u | | 
or A®, 1,6, + ©, - +, ae. +. +0 


r?’ 
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wo 
G: = &: + ek S,+1 + 0% S,+2 u u a FETT $,. 
Geht & für &, = 0 in h,c; über, so ist 
G=G+ eutyrıt + &%yrarlyrar k=1,.2..,7, 


da nach (51) ©; = 0 wird für &,= 0, wenıni=y+a+A1,9y+x%x-+2,...,5s. Daraus 
ergibt sich, daß keiner der Divisoren c; und auch keine lineare Kombination von ihnen 
aus einem Divisor der Klasse (&,) für &, = O0 entsteht, da dasselbe von den Divisoren 
4 Co ++, Cy gilt, jedoch nicht für die Divisoren c; mit k> y. 

Die noch übrigen y Parameter /, bezeichnen wir jetzt mit &. Der Körper N ist 
zu einem Körper der Dimension y geworden, in dem die y Parameter &£, unabhängige 
Größen sind. Er heißt die Picardsche Mannigfaltigkeit von A und werde mit V, be- 
zeichnet ([5], $7.). In leichter Abänderung der Bezeichnung haben wir jetzt 


0 di OR EEE © 3 ıL | ER 3 | 
(62) = +8,06, + r&,6,+ m,Ö,,, 1 H#_6,, 
wo die z, gewöhnliche Potenzreihen der £, sind, die mit Gliedern zweiter Dimension 


beginnen. Ferner gilt 

(63) Geha ir u =0, keil2..,r, 
und die c, sind ganze Divisoren der Klasse (c,), in die die Klasse (G,) für c, = 0 übergeht. 
Keiner dieser Divisoren und keine lineare Kombination von ıhnen entsteht aus einem 
ganzen Divisor aus (G,) für &, = 0. 

Bedenken wir, daß @, irgendein nicht besonderer Primteiler der Schar (6) ist, so 
erhalten wir mit Berücksichtigung der Ergebnisse des vorigen Paragraphen: 

Es sei <C) eine vollständige Schar von Primteilern, von denen keine zweı zueinander 
äquivalent sind. Ferner sei o,(C) = y=Pp,— P,„ 50 daß die Primteiler der Schar einein- 


deutig den Stellen der Picardschen Mannigfaltigkeit V, zugeordnet sind. Sind &,, 3... .,£, 
y voneinander unabhängige Größen aus V,, so gilt 
ce) u. 
(64) z 0% Jür CE) =0, 
-k 


wo die c, ganze linear unabhängige Divisoren der Klasse sind, in die die Klasse (C(£)) für 
GE) = 0 übergeht. Keiner dieser Divisoren c; und auch keine lineare Kombination von 
Ihnen ensteht aus einem ganzen Divisor der Klasse (C(£)) für C(£) =. 

Die Stellen von V, mögen jetzt auch einfach mit s und die von A mit 5 bezeichnet 
werden. Nach Severi (vgl. [4], $ 9) gibt es in A ein Integral 

(65) u= [ Pax + Qdy, 
das nur logarithmisch längs der Primteiler C(s) und C(s,) = €, unendlich wird mit den 
Residuen + 1 und — 1. Da €E(s) algebraisch von den £, abhängt, da ferner die Bestim- 
mung von P und Q auf algebraischem Wege erfolgen kann, so kann man P und Q als 
algebraische Funktionen der &, annehmen. Sind P und Q nicht eindeutige Funktionen 
der Stelle s von V,(s), so seien P,,0; für i=1,2,..., r die Werte, die P,Q an einer 
Stelle s annehmen. Setzt man 


I [x 
en Burä Es Pr / 
so wird auch ’ nur logarithmisch unendlich längs C(s) und C, mit den Residuen + 1 
und — 1. Außerdem gehören P’ und ©’ als Funktionen von s dem Körper V,(s) an. Man 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 2. 11 
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kann also von vornherein annehmen, daß P und Q als Funktionen von s im Körper V,(s) 
enthalten sind, und ebenso, daß sie als Funktionen von s, dem Körper V,(s,) angehören. 
Da E(s) der Stelle s eineindeutig zugeordnet ist, so können übrigens P und Q nicht schon 
Funktionen eines Unterkörpers von V, sein. 

Wir beweisen: 

Setzt man 

em ow "op 00 

(66) ,. = DE, u. dE, dx + dE, dy, 
so sind die t; linear unabhängige einfache Integrale zweiter Gattung, die nur längs C(£), 
und zwar von der ersten Ordnung, unendlich werden, und jedes andere einfache Integral 
zweiter Gattung ist von den y Integralen t, linear abhängig. Die Anzahl der linear unab- 


hängigen eigentlichen einfachen Integrale zweiter Gattung ıst daher y= p,— pP, also so 
groß wie die Anzahl der linear unabhängigen einfachen Integrale erster Gattung. 
Beweis. A. Die t; sind Integrale zweiter Gattung, die nur längs C(£) unendlich 


werden. 
S und S, seien reguläre Stellen von Ä, durch die &(£) und G, gehen. Dann ist 


w= log C(£) + Blu, v) bei S, 

v= —log&, + Plu,v) bei S,, 
wo (u, v) in beiden Fällen eine gewöhnliche Potenzreihe der Ortsfunktionen u, v ist, 
deren Koeffizienten algebraisch von den Parametern &, abhängen. Hieraus folgt, daß 


_ ew 1 cClE) , oP a 
ER re BR re ee es 10 
(0/) Ik 0&, CE) 08, 1 0E, N 
68 m er bei $ 
(68) Ka el 09 


da &, von den £, nicht abhängt. Aus diesen Gleichungen ergibt sich die Behauptung. 


2. Die t; sind linear unabhängig. 
Wir beweisen das indirekt, nehmen also an, es bestehe eine Identität 


(69) a,lt, + Aolo -- er 1 Ayt, = R - I, 
wo die a; konstant sind und wo AR eine Funktion aus Ä und / ein Integral erster Gattung 


ist. Aus (69) folgt, daß R nur längs E(£) unendlich werden kann und nur von der ersten 
Ordnung, so daß 


r % 
CE)’ 
wo €’ ein ganzer Divisor der Klasse (C(£)) ist. Geht €’ für E(£) = 0 in c’ über, so folgt 
aus (69) nach Multiplikation mit &(£) wegen (64) und (67) für E(£) = 0 
u to +. +a,,=c. 
Es geht also eine lineare Kombination der y Divisoren c; für E(£) = 0 aus einem ganzen 


Divisor der Klasse (C(£)) hervor, nämlich aus €’. Da das nicht möglich ist, so ist unsere 
Annahme falsch. 


R= 


3. Jedes Integral zweiter Gattung ist von den y Integralen t; linear abhängig. 

Im Körper Ä gibt es 2y linear unabhängige Periodenkreise C;. Erstrecken wir 
ein einfaches Integral längs eines solchen Kreises, so nennen wir das Ergebnis die zu 
dem Kreise gehörende Periode des Integrals. Zunächst können wir die Integrale i; durch 
Hinzufügen von passenden Integralen erster Gattung in Integrale i; verwandeln, so daß 
nur die zu y Kreisen (',, etwa zu (',, Cs, ..., C,, gehörenden Perioden der t; von Null 





NM 


h 


ei 
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verschieden sind. Die zu C, gehörende Periode von t, sei n,,. Dann ist 


(70) |n41 #0. 

Wäre nämlich | »,,| = 0, so könnten wir y nicht sämtlich verschwindende Konstanten 
Ay,@y,...,@, So bestimmen, daß das Integral 

!=auU+ob +: +aL, 
überhaupt keine Perioden mehr hat, also eine Funktion aus Ä ist. Dann aber wären die 
Integrale ix und damit auch die t; linear abhängig. 

Jetzt sei t irgendein einfaches Integral zweiter Gattung. Zunächst verwandeln 
wir es durch Subtraktion eines Integrales erster Gattung / in ein Integral t’, das nur 
Perioden hat, die zu den y Kreisen C',, C',, ..., C, gehören. Dann bestimmen wir Kon- 
stante a; so, daß das Integral 

R='!—ati— bh —:: — at, 
überhaupt keine Perioden mehr hat, so daß A eine Funktion aus Ä ist. Das ist wegen 
(70) immer möglich. Dann aber ist 
t=athı +95 +: tat, + I + R, 
was bedeutet, daß i linear abhängig von den y Integralen t;, also auch von den {; ist. 


Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Für w ergibt sich die Darstellung 


(71) we ftidE, +, dE;, +: +1,d£,. 


S 5. Das Integral dritter Gattung w. 
Um die Abhängigkeit der Funktionen P und Q in (65) von den Stellen s und s, 
hervortreten zu lassen, sei gesetzt 
P= Piss), 0= (5,8). 


Für eine fest (numerisch) gewählte Stelle s’ von V, sei 


w= [ P(s, s’)dx + O(s,s’)dy, w; = [ P(s, s’)dx + Q(so, s’)dy. 


Als Funktionen der Stelle $S von Ä werden w, und w, unendlich wie 
log &(s) — logC€(s’) und log &(s,) — log C(s’), 
so daß w, — w, genau so unendlich wird wie w. Setzt man also 
p(s) = P(s, s’), q(s) = (8,8), 
so kann man annehmen, daß in (65) P und Q die Form haben 
(72) P=p(s)— pls)» = als) — g6so)- 
> 
0£, 
aber nicht von s,. 
Es seien a,...,4,Ddyp:..,d, 2y linear unabhängige einfache Integrale zweiter 
Gattung aus X. Im besonderen seien die a; von der ersten Gattung. Die a; und b; sollen 
unabhängig von s und s, sein. Ferner seien die b; so gewählt, daß sie nur längs eines 
Primteilers &, und zwar von erster Ordnung, unendlich werden. Das ist immer möglich. 
Man kann z. B. b, = 14(s’) wählen, wo s’ eine fest (numerisch) gewählte Stelle von V, 
ist. Dann ist & = 6f(s’), 


Dann ist 4 = — tı(s) außer von der Stelle $ von K nur noch von s abhängig, 


Br 
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Nach dem vorigen Paragraphen bestehen Gleichungen der Form 


— 


li! 


—— l: zu Azıbı -1- © . Ary,b, - Bir aı + Be + Bı,a, — R;. 


- 
(73) 5 

08, 
Hier sind die Ay, By; Funktionen nur der Stelle s. Die AR; sind Funktionen der Stelle s 
und gehören als Funktionen von S dem Körper K an. Da t; von s, unabhängig ist, gilt 
dasselbe von Ay, Bu und R;. 

Läßt man s in V’, einen geschlossenen Weg d durchlaufen, so ändert sich w nur, 
wenn beim Durehlaufen von ® der Primteiler &(s) den Integrationsweg /’ von S, nach 
Sin A schneidet. Um zu sehen, wie sich dabei w ändert, sei S’ eine Stelle von X, wo 
Ü(s) den Weg 7’ durchsetzt. T’ werde stetig so abgeändert, daß bei S’ längs I’ die Ver- 
änderliche y konstant, etwa gleich ,, ist, so daß wir uns in der Riemannschen Fläche 
(2) befinden, die dem Körper (x, 4 3) der Dimension 1 zugeordnet ist. In dieser 
wird &(s) dureh zw Stellen p,P,,-..,p, dargestellt, nämlich durch die „= (CE, WM) 
Schnittpunkte von C(s) mit y= %9. Auf T(y,) ist w ein Integral dritter Gattung, das 
an den Stellen p, logarithmisch unendlich wird mit den Residuen 1. Außerdem wird 
noch logarithmisch unendlich mit den Residuen — 1 an den z festen Stellen p(”, wo 
Ü(s,) von y = y, getroffen wird. Wenn s die Kurve # durchläuft, so bewegen sich die 
Stellen p,. Überschreitet eine dabei 7’ von links nach rechts, so nimmt, wie aus der 
Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen bekannt ist, w um 2zı zu. 
So ergibt sıch: 

Durchläuft s in V, einen geschlossenen Weg, so nimmt w um ein ganzzahlıges Viel- 
faches von 2a zu. 

Daher nehmen die Integrale f; = SE denselben Wert an, wenn s in V, einen 

Sr 
geschlossenen Weg durchläuft, so daß sie Funktionen aus V', sind. Dasselbe gilt dann von 
den Funktionen Ay, Dy;, Rx in (73), da die Integrale a;, b; linear unabhängig sind. 


Aus (78) folgt wegen 


da dıe a,. d, linear unabhängig sind, daß die Differentiale 


Ads, zSB.dE,, SR;.d£, 
h h 
total sınd. Setzt man 
8 S £ 
a, y 178 > "vn < "vn ls: 
(74) A, | 1,8, B / Bis. W=j =R,dE,, 
£ & £ 

so ermmbt sich aus (75) 

(75) e+-W= Ba, +++ Ba, + A,b, +: + A,b,. 

Der Körper A* = (A, V,), nämlich das direkte Produkt von A und TV, ist von 
der Dimension y — 2. Ist s eine Stelle von TV, und S eine von Ä, so ist (s, S) eine von 


A*. Zur Definition der Schar «ES sind A und V, algebraisch so verbunden, daß ein 
Körper der Dimension y — 1 entsteht. Dieser sei bezeichnet mit C(s, $S). Er ist ein Prim- 
teiler der Dimension y — 1 des Körpers A*. Wählt man die Stelle s fest gleich s’, so wird 
C(s, S), und damit auch A, auf einen Körper der Dimension 1 abgebildet, nämlich auf 
den Primteiler E(s’) der Schar <E\ von A. Wählt man S fest gleich S’, so wird Eis, S) 
nnd damit TV, auf. einen Körper der Dimension y — 1 abgebildet, der mit E($’) = E(s, S’ 
bezeichnet sei. Er ist ein Primteiler der Dimension » — 1 des Körpers V,. 
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Nach Picard (vgl. [4], $ 7) ıst V, ein Körper von abelschen Funktionen von y 
Veränderlichen, die mit w,, wg, ..., w, bezeichnet seien. Die Stellen s von V, können 
eineindeutig durch die Werte definiert werden, die die w, in ihnen annehmen, wenn 
man zwei Wertsysteme (;) als gleich rechnet, wenn sie sich nur um eine Periode unter- 
scheiden. Nehmen in einer Stelle s’ die w, die Werte ce, an, so sind die y Veränderlichen 
1; = w; — 6; Ortsfunktionen für die Stelle s’. 

Sind u, v Ortsfunktionen der Stelle S’ von Ä, so sind 

Up Ude. dy, U, V 
Ortsfunktionen der Stelle (s’, 5’) von A*. Bei dieser Stelle ist der Primteiler E(s, 5) von 
K* durch eine Gleichung der Form 
Dvd, U +: 95 U, 0) = 0 
gegeben, wo ® eine gewöhnliche Potenzreihe der v; und von u, » ist. Sie sei auch mit 
G(s, $) bezeichnet. Die Stelle (s’, 5’) sei so gewählt, daß C(s’, 5’) = 0; ferner sei sie mit 
ihrer Umgebung so angenommen, daß ın der Umgebung das Integral w nur logarithmisch 
unendlich wird. Liegen die Stellen (s, 5) und (s,, $,) in der Umgebung von (s’, S’), so 
ist nach (65) und (72) bei (s’, 5’) 
w = log Cs, $S) — log E(s, 5.) — log E(s,, S) + log Es, So) + P, 
wo P eine gewöhnliche Potenzreihe der v; und von u, ® ist. 

Hieraus folgt, daß ıw bei konstantem s als Funktion von S, wie es sein muß, logarith- 
misch unendlich wird längs C(s) und E(s,), daß ferner w bei konstantem $ als Funktion 
von s logarithmisch unendlich wird längs C($) und C(S5,), und zwar mit den Residuen 
+ 41 und — 1. Nach seiner Definition wird das Integral w als Funktion von 5 im übrigen 
nicht unendlich. Wohl aber kann w als Funktion von s noch unendlich werden, aber nur 
algebraisch und nur längs Primteilern, die nicht von 5 abhängen. Daher sind die Funk- 
tionen Ayx;, Bu in (73) Integranden zweiter Gattung und die Funktionen A;, B; ın (75) 
Integrale zweiter Gattung aus V,. Ferner ergibt sich dann aus (75), daß IV genau so loga- 
rithmisch unendlich wird wie — ır. 

Das Integral w wird als Funktion von S nur logarithmisch unendlich. Wenn IF 
die entsprechende Eigenschaft hat, wenn also W als Funktion von s nur logarıthmısch 
unendlich wird, so sind die Integrale A, von der ersten Gattung. 

Um das nachzuweisen, sei G eine Funktion aus Ä, die längs des Primteilers ©, 
längs dessen die Integrale 5, von der ersten Ordnung unendlich werden, von der ersten 
Ordnung verschwindet. Da w und die a; längs © nicht unendlich werden, so gilt für 
G—0 


(76) lim (Gw) = 0, lım (Ga;) = 0; 
ferner sei für $ —O 
(77) lim (GW) = J, lim (Gb,) = 8.- 


Nach Severi ([4]) sind die g, y linear unabhängige Funktionen des Körpers ®, in den 
K für & = 0 übergeht. Da nach Voraussetzung IV als Funktion von s nur logarithmisch 
unendlich wird, so ist J ein Integral erster Gattung von V,. Aus (75) folgt aber wegen 
(76) und (77) 
J=gA,+gA, + +84, 

Wegen der linearen Unabhängigkeit der g, ergibt sich hieraus die Behauptung, daß die 
Integrale A, von der ersten Gattung sein müssen. 

Es mögen x und y mit x, und x, bezeichnet werden, und es werde w in der Form 

S 
(78) W = [rdx, 2 rsdlz 
Ss 


® 
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reschrieben. Für 
oW 
79 T, = 

(4 ) 0X 
folgt aus (75) in Analogie zu (75) 

(80) T: = (dıı B, —- RR -4- Ar, B, == bx A} _- Pe — b,, A, — !k, k = u 2, 
wenn bei a;; und dx; der Index k die Differentiation nach x; bezeichnet. Es sind hier- 
nach 7, und 7, bei fest gehaltenem $ Integrale zweiter Gattung aus V,. 

Die Gleichung (75) entspricht in gewissem Sinne dem Satze von der Vertauschung 
von Parameter und Argument bei einem Integrale dritter Gattung in der Theorie der 
algebraischen Funktionen einer Veränderlichen. Vermutlich lassen sich auch ähnliche 
Folgerungen aus ihr ziehen wie aus diesem Satze. 
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Konforme Abbildung besonderer Kreisbogenvierecke. 


Von Werner von Koppenfels in Würzburg. 


Einleitung. 

Das Ziel der geometrischen Funktionentheorie ist nicht allein in der Ausbildung 
und Verfeinerung der Methoden zu sehen, die Aussagen allgemeiner Natur über den 
Mechanismus der konformen Abbildung ermöglichen, sondern auch in der Lösung neuer 
konkreter Abbildungsaufgaben. Die Erforschung der Struktur spezieller Abbildungs- 
funktionen, ihre Charakterisierung durch Eigenschaften, die an die geometrische An- 
schauung anknüpfen, ist für den weiteren Ausbau der Funktionentheorie im Sinne Rie- 
manns unerläßlich. 


In dieser Hinsicht ıst seit H. A. Schwarz kein nennenswerter Fortschritt zu ver- 
zeichnen: Mit der formalen Angabe der Funktionen, die die Halbebene auf geradlinig 
begrenzte Polygone abbilden (Schwarz-Christoffelsche Formel), und mit der Aufstellung 
der Differentialgleichungen, denen die Abbildungsfunktion der Kreisbogenpolygone 
genügen, ist unser Wissen im wesentlichen erschöpft. Für die Beherrschung der Ab- 
bildung vorgelegter Polygone mit vier und mehr Ecken ist ein vollständiger Überblick 
über die Abhängigkeit der Parameter der Abbildungsfunktion von den geometrischen Kon- 
stanten des Polygons erforderlich. Hier liegt die Aufgabe, die den Kern des Abbildungs- 
problems bildet, und nur im Fall des Geradenvierecks ist sie gelöst. Somit beherrschen 
wir heute die konforme Abbildung der Geradenpolygone nur bis zum Viereck, die der 
Kreisbogenpolygone nur bis zum Dreieck !). Bei dieser Sachlage scheint auch das be- 
scheidenste Teilergebnis über die konforme Abbildung höherer Polygone ein allgemeines 
Interesse beanspruchen zu dürfen. 


Für die Abbildung der Geradenpolygone kann das Parameterproblem analytisch 


scharf umrissen werden: Die Verzweigungspunkte r = A; des Integranden der Abbildungs- 
funktion 
n 
(I) Kx; Ay. A)=C, IR! (x — At Ttdı + C, 


sind aus der vorgegebenen Lage der Ecken, d.h. aus den Integralwerten 
(II) = HA; A,.:4A) Kal... R) 


zu bestimmen (a,rx sind die Innenwinkel des Polygons). Dieses Problem erfordert die 





!) Als Abschluß des Fragenkreises, der die konforme Abbildung der Kreisbogendreiecke betrifft, können 
die Arbeiten von G. Herglotz, Über die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion (Ber. Verh. sächs. Akad. 
Leipzig 69 (1917), S. 510f.) und W.Wirtinger, Über die konforme Abbildung der Halbebene auf ein Kreisbogendreieck 
(Atti Pontif. Accad. Sei. Nuovi Lincei 80 (1927), S.291ff.) angesehen werden, die die expliziten Formeln zur 
Berechnung eines Kreisbogendreiecks mit beliebig vorgegebenen Winkeln enthalten. 
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Auflösung eines Systems transzendenter Gleichungen. Die Tatsache, daß die be- 


stimmten Integrale 
4r a 


(III) u—h=(C,[ Il (x — A,” "dx (k,l=1,...,n) 
4] RB 


Lösungen Fuchsscher Differentialgleichungen mit den gesuchten Verzweigungspunkten 
als unabhängigen Veränderlichen sind, zeigt, wie das Parameterproblem in einen weit- 
gespannten Rahmen einbezogen Ist. 

Die Betrachtung des einzig aufgeklärten Falles n = 4 läßt eine merkwürdige und 
ın ihrer Art einmalige Koppelung des Problems mit dem Abbildungsproblem des Kreis- 
bogendreiecks erkennen ?). Bei der konformen Abbildung der Halbebene mit den Ver- 
zweigungspunkten 

(1Va) A,=0 Ah et, A, =mo, A =t 
auf ein Geradenviereck mit den Winkeln a,x durch das unbestimmte Integral (x; £) 
liefert der Quotient zweier bestimmter (hypergeometrischer) Integrale 


(IV) ah 835) — 10; 5) 
»—th 1158) — 10; 8) 

einen Eckpunkt des Geradenvierecks. Als geometrischer Ort dieser bis auf einen Freiheits- 
grad festgelegten Ecke ergibt sich durch eine elementar-geometrische Betrachtung, bei 
der nur die analytische Fortsetzung sorgfältig beachtet werden muß, ein Kreisbogen- 
dreieck. Also bildet nach den Grundprinzipien der Funktionentheorie der Quotient 
zweier hypergeometrischer Integrale, als Funktion des vierten Verzweigungspunktes (£) 
aufgefaßt, eine Halbebene auf das Innere eines Kreisbogendreiecks mit vorgeschriebenen 
Winkeln ab, die in einfachster Weise mit den Winkeln des Geradenvierecks zusammen- 
hängen. Bei dieser Überlegung kann man sich von der Annahme freimachen, daß alle 
Ecken des Geradenvierecks im Endlichen liegen, und zwar geschieht dies durch eine 
Verallgemeinerung des Gedankenganges, die dem Übergang von den hypergeometrischen 
Integralen zu Doppelumlauf-Integralen entspricht. Im ganzen zeigt sich das überraschende 
Ergebnis: Das Parameterproblem bei der Abbildung des Geradenvierecks ist gleichbedeutend 
mit dem Problem, ein Kreisbogendreieck auf eine Halbebene abzubilden. Denn beherrschen 
wir diese Abbildung (und das ist mittels der hypergeometrischen Funktion der Fall), 
so sind wir ın der Lage, zu jedem vorgegebenen Geradenviereck den Parameter & in der 
Schwarz-Christoffelschen Formel zu bestimmen, dessen Kenntnis für die Ausführung 
der Abbildung erforderlich ist. Wir haben zu diesem Zweck den vierten Eckpunkt des 
Geradenvierecks als Randpunkt eines wohlbestimmten Kreisbogendreiecks aufzufassen 
und seinen Bildpunkt auf der reellen Achse zu suchen. Dieser ist der gesuchte vierte 
Verzweigungspunkt des Integranden der Schwarz-Christoffelschen Formel. 

Ist die Anzahl der Verzweigungspunkte größer als in diesem völlig aufgeklärten 
Fall, so tritt an die Stelle der einen transzendenten Gleichung (IV) das System (III), 
und über dessen Auflösung im Großen wissen wir nichts. 

Bei den Areisbogenpolygonen spielt das Parameterproblem für die Abbildung eben- 
falls die entscheidende Rolle, aber die Verhältnisse liegen hier noch sehr viel schwieriger 
und wir können nicht einmal für die Kreisbogenvierecke allgemeine Aussagen machen. 
Wir wissen nur, daß die Funktion, die eine x-Halbebene auf das Innere eines Kreisbogen- 
polygons von n + 1 Ecken abbildet, deren eine das Bild des unendlich fernen Punktes 
sei, sich als Quotient zweier Lösungen der linearen Differentialgleichung 


(V) y(r) + ple)y’(2) + gla)yle) = 


®) Vgl. W. v. Koppenfels, Das hypergeometrische Integral als Periode der Vierecksabbildung, Sitzber. Akad. 
d. Wiss. Wien 146 (1937), S. 11ff. 
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mit 
e Zu Ö, a (x) 
(v1) Pa)= I, a) 
a. 1 (2 — e,) 


darstellen läßt. Dabei sind ö,r die Innenwinkel des Kreisbogenpolygons und g,_,(x) 
ist ein Polynom, dessen höchster Koeffizient sich aus den Winkeln in der Form 


n 2 
(n —1— 28, — 
(VII) Cn—2 ——— „ er . - 





berechnet und dessen andere Koeffizienten die akzessorischen Parameter der Differential- 
gleichung heißen. 
Die Einordnung der Geradenpolygone in die sie umfassende Gesamtheit der Kreis- 


n+l1l 


bogenpolygone ist leicht ersichtlich. Genügen die Winkel der Beziehung - o,=n—H1, 


aus der das Verschwinden des Koeffizienten c„_s folgt, und verschwinden außerdem alle 
akzessorischen Parameter (g, ,(2) =0), so wird die Differentialgleichung (V) durch 
die Funktion (I) mit a, = e,, x, = ö, integriert. Das Kreisbogenpolygon ist dann ein 
Geradenpolygon oder läßt sich durch lineare Transformation in ein solches verwandeln. 

Für n = 2 ıst (V) die hypergeometrische Differentialgleichung. Sie enthält außer 
den Winkeln des Kreisbogendreiecks keinen weiteren Parameter, da die beiden im End- 
lichen gelegenen Verzweigungspunkte e,,e, durch lineare Transformation nach x = 0 
und x = 1 verlegt werden können und g, = c, den durch (VII) bestimmten festen Wert 
erhält. 

Für n > 2 ist die Differentialgleichung nicht mehr wie die der hypergeometrischen 
Funktion durch algebraische Integrale lösbar. Die anschauliche Deutung, die sich beim 
Falln = 2 im Zusammenhang mit dem Geradenviereck ergab, entfällt. Gewiß kann man 
die Differentialgleichung durch Potenzreihen integrieren, aber die Fortsetzung dieser 
Potenzreihen, die Ermittlung der Übergangssubstitutionen ist nicht aufgeklärt. Des- 
gleichen ist die Zuordnung der Parameter der Differentialgleichung zu den Konstanten 
des Polygons noch völlig im Dunkel. Beim Kreisbogenviereck (n = 3) handelt es sich um 
zwei Parameter: Doppelverhältnis der Verzweigungspunkte und akzessorischer Parameter 
C, (ce, ist durch (VII) bestimmt). Es bleibt zunächst nur die Möglichkeit, numerisch vor- 
zugehen, und das ist in zwei Fällen geschehen: einmal auf Veranlassung F. Kleins von 


H. Rothe ®) für ein Kreisbogenviereck mit den Winkeln 3: 2; z. ON (e = Ä =) das andere 
Mal von Fock *) für ein Kreisbogenviereck mit den Winkeln 4 2 0. Eine Einsicht 


in den Bau der Abbildungsfunktionen und ihre Abhängigkeit von den Parametern war 
in beiden Fällen nicht möglich. 

Der Wunsch, zu einem tieferen Verständnis der konformen Abbildung der Kreis- 
bogenvierecke wenigstens in Einzelfällen vorzudringen, hat mich zur Untersuchung 
einer Klasse besonderer Kreisbogenvierecke veranlaßt, bei denen das Abbildungsproblem 
einschließlich des Parameterproblems vollständig lösbar ist und aufschlußreiche Einblicke 
in die Struktur der Abbildungsfunktionen gewonnen werden. Es handelt sich um die 





°) H. Rothe, Über das Grundtheorem und die Obertheoreme der automorphen Funktionen im Falle der Her- 
mite-Lame&schen Gleichung mit vier singulären Punkten, MH. Math. u. Phys. 19 (1908), S. 258. 
*) V. Fock, Über die konforme Abbildung eines Kreisvierecks mit verschwindenden Winkeln, J.f.r. u.a. 
Math. 161 (1929), S. 137#f, 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 2, 12 
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Kreisbogenvierecke, deren Winkel ungerade Vielfache von 5 sind. Sie lassen sich, da die 


Gegenseitenpaare sich senkrecht schneiden, in Steinersche Kreisnetze einbetten. Auf 
diese besonderen Kreisbogenvierecke hat bereits F. Klein anläßlich seiner Oszillations- 
untersuchungen hingewiesen 5). Aber abgesehen davon, daß sich bei ıhm nur qualitative 
Angaben über diese Abbildungen finden, interessiert sich Klein ausschließlich für die 
estaltlichen Verhältnisse dieser Vierecke und zwar bei fest gehaltenem Periodenver- 
hältnis der elliptischen Funktionen (,Parameterproblem im engeren Sinn‘). 

Ich möchte den Nutzen einer eingehenden analytischen Untersuchung dieser 
besonderen Kreisbogenvierecke nicht allein in einer Bereicherung unseres Repertoirs 
an wirklich abbildbaren Gebieten sehen, an Profilen, für die praktische Randwertaufgaben 
lösbar werden (z. B.: Torsionsproblem einer kreiszylindrischen Welle mit Keilnut u.a. m.). 
Wichtiger scheint mir zunächst, daß dabei neues Licht fällt auf bestimmte Differential- 
gleichungen, insbesondere auf die Hermite-Halphensche Theorie der Lamöschen Glei- 
chung ®) und daß bisher nicht behandelte Differentialgleichungen mit doppelt perio- 
dischen Koeffizienten durch die gewonnenen Abbildungsfunktionen lösbar werden. Der 
entscheidende Gesichtspunkt ist aber, daß hier tatsächlich erstmalig die Möglichkeit 
vorliegt, die Abhängigkeit der beiden Parameter der betreffenden Differentialgeichungen 
von den geometrischen Konstanten des Kreisbogenvierecks im Kleinen wie im Großen 
zu verfolgen. 

1. Kreisbogenviereeke mit den Winkeln 4 4 2 u. 
1,1. Aufbau der Abbildungsfunktion. 

Die konforme Abbildung eines Kreisbogenpolygons, das irgendwie aus einem Stei- 
nerschen Kreisnetz herausgegriffen sei, auf eine Halbebene denke man sich in folgender 
Weise ausgeführt: Die Ebene des Polygons werde zunächst einer linearen Transformation 
unterworfen, bei der das Kreisnetz in ein gewöhnliches Polarkoordinatensystem über- 
NUN,“ 


3— die 
9 


geht. Wird ım Falle eines Kreisbogenvierecks mit den Innenwinkeln DD 


Abbildung einheitlich normiert durch die Festsetzung, daß der einspringenden Ecke 


. PR ı . . . . 
| Innenwinkel 37) der Punkt 7, = 1 entsprechen soll, so findet die lineare Transformation 


Ihren Ausdruck in der Gleichheit der Doppelverhältnisse 
„= (7,1,0, 0) = (nt, 9,40, —.c), 


unter ,* = — ec die Grundpunkte des Steinerschen Netzes verstanden. Durch Logarith- 
mierung verwandelt sich das Polarkoordinatensystem der »-Ebene in das rechtwinklige 
Koordinatensystem eines Parallelstreifens der Breite 27. Das Areisbogenpolygon wird 
in ein Geradenpolygon mit achsenparallelen Seiten abgebildet. Dabei ist für das Folgende 
entscheidend, daß immer, wenn eine Seite des Kreisbogenpolygons einen der beiden 
Grundpunkte trägt, das Geradenpolygon eine zusätzliche Ecke im Unendlichen mit dem 
Winkel Null, d. h. einen parallelen Halbstreifen der Breite x erhält. In dem hier gewählten 
Beispiel (Fig. 1 u. 2) hat das Geradenpolygon die Gestalt des in Fig. 6 gezeichneten 
Funfecks, dessen einspringende Ecke in den Nullpunkt fällt und dessen unendlich ferne 
Ecke (mit dem Winkel Null) das Bild des Grundpunktes 7 = 0 (bzw. 7* = + ce) ist. 


°) F. Klein, Vorl. über lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung (autogr. Vorles.), Göttingen 


. le WS 
1849 DS, MEN. 


°) Vgl. W. v. Koppenfels, Die Lam&-Hermitesche Gleichung im Lichte der konformen Abbildung, Sitzber. d. 
Bayer. Akad. d. Wiss. 1938, S. 185, 
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Denkt man sich schließlich dieses Geradenpolygon auf eine Halbebene abgebildet, so 
entspricht jeder solehen Ecke im Unendlichen ein zusätzlicher Verzweigungspunkt auf 
der Begrenzungsgeraden. 

Beim Aufbau der Abbildungsfunktion ist der entgegengesetzte Weg einzuschlagen, 
weil die Schwarz-Christoffelsche Formel die Umkehrfunktion dieser letzten Abbildung 





Fig. 1. 


liefert, und darin liegt die dem Problem eigentümliche Schwierigkeit: Man muß die Halb- 
ebene auf ein Geradenpolygon der beschriebenen Art abbilden und zwar auf das ganz 
bestimmte Geradenpolygon, das durch die logarıthmische Abbildung aus dem vorgelegten 
Kreisbogenpolygon entsteht. 

Die Abbildung der Halbebene J(x) < 0 auf das Innere eines Geradenfünfecks der 
in Fig. 61 (S. 96) angegebenen Gestalt leistet nach der Schwarz-Christoffelschen Formel 
das elliptische Normalintegral dritter Gattung 


zT 





1 (Er Z% dx 
1) t(&) = —YPI(A [ —— ,  FP(x) = (2 — e,)(2 — e&)(x — e;), 
2 ra —ypa PO e—ee—ee—e 
das nach eindeutiger Erklärung des Integranden durch die Festsetzung 
(2) — z Sarce (ce —e) <S0 (i=1,2,3), —nrzSar (r—A)SO 


längs einer ganz in der unteren x-Halbebene verlaufenden Kurve zu bilden ist. Zu den 
im Endlichen gelegenen reellen Verzweigungspunkten 

(3) % <a <e, <A 
tritt als weiterer Verzweigungspunkt x = ©, dessen Bildpunkt die einspringende Ecke 
des Polygons sein sollte (Festlegung der additiven Konstanten). Der Umgebung des 
zusätzlichen Verzweigungspunktes x = A entspricht der parallele Halbstreifen, dessen 
Breite durch das Residuum des Integranden an dieser Stelle bestimmt ist. Durch die 
Wahl der zur Verfügung stehenden multiplikativen Konstanten ist erreicht worden, daß 
der Halbstreifen parallel zur Achse der imaginären t verläuft und die Breite 1 besitzt. 

Um Anschluß an die Weierstraßsche Theorie der elliptischen Funktionen zu ge- 
winnen, werde 

(4) es, + +&%=0 


gesetzt und die Halbebene J(x) <0 durch den Hauptwert des elliptischen Integrals 
erster Gattung 


x 


dx 
5 . 
(5) u / TER 


12* 
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auf das Innere des Rechtecks mit den Eckpunkten 
0, 0, @ı + 9, @g 


abgebildet, die in dieser Reihenfolge den reellen Verzweigungspunkten 
x, ey 0% €@g 


. . 10) . Bu. oo; a . 
entsprechen. Dabei bedeutet 2», die reelle, 2 z; die rein imaginäre primitive Periode des 


Integrals (5), dessen Umkehrung die Weierstraßsche Funktion p(u) ist. Durch die Sub- 
stitution (5) wird (1) ın 














f lu 
(0) int = g9'(a | MORE... ARE 
vo] u) —pla) 
übergeführt, wobei 
(7) a= %(a) 


gesetzt ist und a mit Rücksicht auf die vorläufige Annahme (3) auf das IntervallO <a<o, 
beschränkt ist. Die Bildkurve des ganz in der unteren x-Halbebene verlaufenden Inte- 
grationsweges liegt im Inneren des Bildrechtecks, das von den beiden Halbperioden auf- 
gespannt wird. 

Aus dem Additionstheorem der Weierstraßschen Funktion 


\ _ ou 
(5) u) ) 
o(u) 
folgt in bekannter Weise °): 
. . i (a 
(4) 2a) + Im — a) — Iu+a)= I .&. .. BO 
plu) — pla) 
so daß sich das auszuwertende Integral (6) in 
u u 
I En o(u— a o(u-+a 
(10) int = 2ulla) + [ men du — | En he 
J olu — a) J olu—a) 
0 Q 
oder nach Einführung neuer Integrationsveränderlicher in 
u—a ura i 
| un o (u ou 
(10a) int = 2ulla) + u üs — [ (n) du 
J cof{u) J ou 
— a 


verwandelt. Da die einzige Singularität der Funktion (8) der einfache Pol im Nullpunkt 


ist, SO eilt: 





ui u u+ä u—a 
o'(n) o' (u)  olu "olu 
(11) du — [ du = du -_ \ ) au 
J on) J ou) J ofu) J olu) 
—n a u+a L 
w- wobei Z den von u = —abis u = + a erstreckten Integrationsweg 
* a * - ” “ ” * * ” . 
bezeichnet, der den Nullpunkt in einem Halbkreis linksseitig umgeht 
Om —— (| - S: ‘ . ” . . . 
] “a (Fig.3)). Mit Rücksicht darauf, daß bei der Transformation 
3 2 “u. (12) U = o(u) 
u-Ebene te geradlinigen Teile des Integrationsweges wieder in Stücke der re- 
Fie. 31. ellen U-Achse übergehen, die den Nullpunkt nicht enthalten, er- 
enibt sich: 
= € 
BR on), "o'(n) o(— E o(a) 
(10) am — | du = log \ ) — log —(, 
(u) o(u) " 0(—a) ” ıo(e) 
— a 


- 


C. Weierstraß, Formeln u. Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen, hrsgeg. v. H.A. Schwarz, 
(röttingen 1885, 8.13. 
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Das letzte Integral in (11) ist also nur längs des Halbkreises (vgl. Fig. 3) zu erstrecken 
und besitzt, da der einfache Pol u = 0 zur Rechten bleibt, den Wert — ix. Durch Ver- 
mittlung der Transformation (12) berechnet man weiter ®): 


u—a 


> 


(14) [ o. = log r—@ü H varc (olu — a), o(u + a)), 


o(u) o(u + a) 
ut+ra 


wobei der arcus in der Ü-Ebene von der Bildkurve der geradlinigen Verbindungsstrecke 


(u + a, u—a) zu nehmen ist. Danach ergibt sich für die Abbildungsfunktion (6) ver- 
mittels der Umformung (10) die Darstellung: 





(15) int = 2ul(a) + log“ ( — inl, 











bei der der Logarıthmus ın der ganzen u-Ebene außerhalb des Nullpunktes und der ihm 
im Periodengitter äquivalenten Punkte durch 


o(u — a) o(u — a) 2 
— log + zarc (o(u — a), olu + a 
o(u + a) ° o(u-+ a) (or I )) 
eindeutig erklärt ist. 
Zur näheren Bestimmung der Funktionswerte, die sich für u = w,, u = w, er- 


geben, ist die Formel 


(15a) log 


| o(® — A) —_ p—2aL(6) 
(16) ota) ° 


heranzuziehen °), in der © = m,®, + m,w, (m,, m, ganze Zahlen, die nicht beide gerade 
sind) eine Halbperiode bedeutet. Für u = o, ist in (15a) 


(17a) arc (to — a), oo, + a)) == Ö 


zu setzen, da die Strecke (», — a, o, + a) bei der Transformation (12) wieder in ein 


1) 


Stück der Achse der reellen U abgebildet wird, das den Nullpunkt nicht enthält. Also 
folgt aus (16): 


(17) ra) _ au. 


o(®, + a) 
Für u= w, dagegen ergibt sich nach (16) 
| 


Bu‘ 
o(0, + Aa) 


(18a) log 


®) Längs einer beliebigen Kurve, die nicht durch den Nullpunkt geht, gilt: 


t ni 
.dU b 
- ]or + rarc (a,b), 


U o 


wobei der arcus des Kurvenbogens (ab b) als — des arcus eines der Kurve einbeschriebenen Sehnenzuges erklärt ist: 


0 = arc (a, ‚b) = lim arc (a, 0 er Do „b)= — Jim [are (a, U ae are (U,. U, 9)+''+tare (U,_1d)]. 


nn n—x 
V D . n 
on einer gewissen Feinheit der Teilung an ist also 6 = $ ®,, unter 
v=1 


U,+ı 


0, = arc (U,, TU,,)= = are | UV ) —ı<0 <+a 


yv ‘ 
der arcus der Strecke U „U,y+, verstanden. 
°) Weierstraß, 1. c. 7), 8.23 
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und man stellt fest, daß die Bildkurve des Integrationsweges den arcus 
(1Sb) arc (o(®; — a), 0o(w; + a)) = — 2a > 
besitzt, denn für a > ®, strebt nach der Ausgangsformel (6) wegen p’(®,) = 0 offenbar 
/, O0 und es muß die Legendresche Relation 
in 


(19) 096 (®}) _——— 0,6(®,) = 5 





erfüllt sein. Also ergeben sich für die Bildpunkte der Ecken die Werte: 


int, = 2[w,&(a) — al(w,)] — ı7 
int, = 2[w,&(a) — al(w,)] — ın. 





(20) 











Für diese Überlegung, die zu den Formeln (15) und (20) führte, war wesentlich, 
daß der Parameter a im Intervall O<a< wo, lag. Ist dagegen a rein imaginär und 
155 ©,, so verläuft die Überlegung entsprechend, nur bleibt der Pol nicht wie in 
Fig. 3; zur Rechten, sondern zur Linken, so daß das Integral über den Halbkreis den 
Beitrag + iz liefert. Liegt a auf einer der beiden Seiten des Rechtecks, die den Null- 


punkt nicht enthalten, so ist zu unterscheiden zwischen den Punkten des Rechtecks, 





die zur Rechten und denen, die zur Linken der Verbindungsstrecke (— a, + a) liegen. 
Für die Punkte der ersten Menge gilt Formel (15), für die der zweiten Menge ist in (15) 
— iz durch + ix zu ersetzen. Entsprechend modifizieren sich die Formeln (20). 

In allen Fällen sind die Ergebnisse hinsichtlich der Bildpunkte der Ecken in Ein- 
klang mit den Angaben, die Weierstraß !%) für die Bestimmung der ganzen Zahl k in 


(21) [ _ pa _ du = 2[o0&(a) — aö(®)] + (2k + I)ri 


macht, wenn das Integral längs des geraden Weges von O0 nach dem Endpunkt der Halb- 
periode zu nehmen ist und a nicht auf einer Gittergeraden liegt. Man muß, um die Über- 
einstimmung zu sehen, den Punkt a von außen an den Rand des abzubildenden Recht- 
ecks (w,, ®;) rücken lassen, so daß die Regularität des Integranden im Inneren nicht 
gestört wird. Wird der Punkt a, wie es dem hier behandelten Fall entspricht, in das 
benachbarte Rechteck unterhalb der Achse der reellen u gelegt, so ergibt Weierstraß’ 
Formel (3) (l. e. 1%), S. 19), in der «’ = — 1 zu setzen ist, die erste der Gleichungen (20) 
und (6) (l.c. !%), S.22) die zweite der Gleichungen (20). 

Der Übergang von dem Parallelstreifen der t-Ebene, in den das Geradenfünfeck 
eingebettet ist (Breite des Streifens gleich 2) zur Ebene des speziellen Steinerschen Netzes 
(»)) wird durch 

(22) ya em 


geleistet. Also ergibt sich aus (15), daß die Funktion, die das Innere des Rechtecks der 
Halbperioden (©,, @;) auf das Innere eines in das Polarkoordinatensystem der n-Ebene 








eingebetteten Kreisbogenvierecks mit den Innenwinkeln z ; 7 ; 7: 37 abbildet, die 
Gestalt 

90 u o(a—. u) Butla) 

(2) L o(a-+ u) E 











10) C. Weierstraß, Math, Werke 6 (1915), S. 16ff. 
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besitzt. Der Bildpunkt des zusätzlichen Verzweigungspunktes u = a (in der x-Ebene: 
x — A) ist in der Ebene des Kreisbogenvierecks der auf einem Randkreis liegende Grund- 
punkt (n = 0) des Steinerschen Netzes, er ist gewissermaßen eine Pseudo-Ecke des 
Kreisbogenpolygons mit dem Winkel x. 


1,2. Deutung der Hermiteschen Theorie der Lam&schen Gleichung. 


Die Funktion 


7 


YP(A) f dx 
; 2 (@—-4)YP(a) | | 
m get . ) P(x2) = (2 — e,)(2 — &)(X — e;), 
die die Halbebene J(x) <0O auf das Innere eines Kreisbogenvierecks mit den Winkeln 
z 7 | 1, 7 BR 
(25) Ö,77 — 9 , ÖgTt —— 9 , Ögrt — D) ‚ 047 — 0 ) 


abbildet, ist nach der allgemeinen Theorie von H. A. Schwarz und F. Klein darstellbar 
als Quotient zweier linear unabhängiger Lösungen der für diese Werte ö; sich aus (V) 
ergebenden Lameschen Differentialgleichung 
(26) dy 1 n #: ı 4 5 du IE — 6 RR 
eo 1-6, z—e)de (x —e)(2x — 6)(2 — e,)‘ 
Der akzessorische Parameter ist durch den zusätzlichen Verzweigungspunkt A bestimmt, 
und indem man aus (24) mit Rücksicht auf 








an Yı 
2 nun 
(27) - 
und 
En ds dı C 
(28) va—ya-- 
dx de YP(«) 


die Lösungen 


Yu 
(29) . en Vr _< Ar 2 ra) | uyRa 
Ys(?) 
der Gleichung (26) herstellt, überzeugt man sich (durch Einsetzen) leicht davon, daß 
(30) g= — 4A 


gilt, daß also der zusätzliche Verzweigungspunkt A (bis auf den Faktor }) identisch ıst mit 
dem akzessorischen Parameter. Führt man u an Stelle von x als unabhängige Veränder- 
liche ein, so erhält die Differentialgleichung (26) die Hermite-Lam6ösche Form: 

g - 


d?y 
“1 In ru) +P@)y=0 (A=pla)), 
und als Lösungen ergeben sich "!): 
32 TU) u, ya FU) ae, 
Yı o(a)o(u) » 9 o(a)o(u) 


Die Struktur dieser bereits von Hermite angegebenen Lösungen erscheint hier in Ver- 
bindung mit dem elliptischen Normalintegral dritter Gattung besonders durchsichtig. 

Rückt der akzessorische Parameter a !2), der auf dem Rande des Rechtecks der 
Halbperioden liegt, in einen Eckpunkt, so ergibt sich der Lamesche Fall, in dem die beiden 


i o(u + a)o(u — a) 


11 Y . . . Din ® > lu) __ / u 
) Unter Berücksichtigung der Beziehung p(u) p(a) 0%(u)0?(a) 


12) Ist von der Gleichung (31) die Rede, so wird man zweckmäßig a als akzessorischen Parameter bezeichnen. 
Da für die in Teil I betrachteten Kreisbogenvierecke A = p(a) ist, so sind keine Mißverständnisse zu befürchten. 
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Lösungen (32) zusammenfallen. Für «a > o, wird die Lame&sche Funktion zweiter Art 








gr su i » 

9) 419 a =) er) = Yp(u) — & ®) 
die eine Lösung der Gleichung 

.. d2y 

vn ie ar) +eay=0, 


und die andere linear unabhängige berechnet sich mit Hilfe der Beziehung (28). Der 
(Juotient beider 


(35) g = 3 == c[ m zu c[ — N. _ 
Yı plu) — (x — &;) Y(x — e)(x — eı) 

N, stellt ein elliptisches Integral zweiter Gattung dar und bildet das 
Rechteck der u-Ebene (bzw. die untere x-Halbebene) auf den Teil 
der n-Ebene ab, der zur Linken der in Fig. 4 gezeichneten Kontur 
mM 1 liegt. Im Lameöschen Fall entartet also das Kreisbogenviereck 
(Fig. 2) in ein Geradenviereck, dessen eine Ecke in den unendlich 
7, fernen Punkt der Ebene fällt '%). 

Fir. 4. Zur entsprechenden Konstruktion der Hermiteschen Lösungen 
der mit beliebigem ganzzahligen n gebildeten Lam&-Hermiteschen 




















Gleichung 





(36) 3 — [n(n + 1)p(u) + Aly = 0 
gelangt man durch Abbildung des Rechtecks auf ein Kreisbogenviereck mit den Winkeln 
ae i 11, en, 1, 1 
(37) on = 51 nn, r= 5, un [n +5). 
Diese zu gewinnen gehe man von dem Ansatz 
(38) int(.x) —( / Be dr | 
= I (2 — A,) VAP(x) 


aus, in dem die A, (r—=1,...,n) noch zu bestimmende reelle und voneinander ver- 
schiedene Parameter sind. Nach der Schwarz-Christoffelschen Formel bildet dieses 
Integral die Halbebene J(x) < 0 auf das Innere eines Geradenpolygons ab, dessen vier 
ım Endlichen gelegene Ecken als Bildpunkte der Verzweigungspunkte x = e,, &,, £3, © 
i nun 1 h ) 
bzw. die Innenwinkel 5, 5, X I" + 5)" aufweisen. Den Umgebungen der logarithmischen 
Verzweigungspunkte A, dagegen entsprechen parallele Halbstreifen, deren Breite der 
Betrag des Residuums des Integranden an der betreffenden Stelle ist. Die Forderung, 
daß alle Residuen den Betrag 1 und damit alle Parallelstreifen die Breite 1 erhalten, 
findet ihren analytischen Ausdruck in den n Gleichungen 
(39) ne = +2 P(A,) v—A4.! 
Be N 
usr 
die zur Bestimmung der zusätzlichen Verzweigungspunkte A, dienen. Wir setzen zu- 
nächst die Auflösbarkeit dieser Gleichungen durch reelle, von einander verschiedene 


A, (r=1,...,n) voraus und entnehmen den Gleichungen (39) mit Rücksicht auf die 
Werte der Verhältnisse ] ?(A,):Y P(4A,), die immer reell ausfallen, daß die Verzwei- 


13) Weierstraß, 1. e.?), S. 21. 
14) Vel. S, 8, di BEE }, Ök = Ö] = l, Öx = I; 26, == 2, 











1 
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gungspunkte A, sich nicht auf benachbarte Intervalle verteilen können, sondern wenn 
C reell ist, in den Intervallen (oo, e,), (es, €), und wenn € imaginär ist, in den Intervallen 
(&1, 6395 (62, °©) liegen müssen. Bezüglich des Vorzeichens ist folgendes zu beachten: 
Sind die A, der Größe nach geordnet, so wechselt beim Übergang von A, zu A,;+, die 
linke und folglich auch die rechte Seite der Gleichung (39) das Zeichen. Nach der ein- 
deutigen Erklärung der Quadratwurzel / P(x) längs der Achse der reellen x durch die 
Festsetzungen (2) ist also für benachbarte A,, A, in (39) verschiedenes oder gleiches 
Zeichen zu wählen, je nachdem A,, A,+ı dem gleichen Intervall angehören oder nicht. 
Unter Beachtung dieser Vorzeichenregel folgt aus (38) durch Teilbruchzerlegung des 
Integranden: 


x 


(40) int(x) = BE: VAP(A,) f 


e. 


dx 

(2 — A,)VAP(x)' 
und damit erscheint die Abbildungsfunktion additiv zusammengesetzt aus Integralen 
des im vorigen Abschnitt behandelten Typus. Dem Übergang zur Exponentialfunktion 
(22) entspricht die Abbildung des Geradenpolygons der t-Ebene auf ein Kreisbogen- 
viereck mit den vorgeschriebenen Winkeln (37). Dieses Kreisbogenviereck besitzt n 
Pseudo-Ecken mit den Winkeln z in den Bildpunkten der zusätzlichen Verzweigungs- 
punkte x = A,. Diese Pseudo-Ecken fallen in die beiden Grundpunkte des Steinerschen 
Netzes und zwar in der n-Ebene in den Punkt n = 0 oder 7 = &, je nachdem das Resi- 
duum des betrefienden Integrals in (40) + 1 oder — 1 ist (d.h. je nachdem in (40) das 
obere oder untere Vorzeichen gilt). 

Beim Übergang zu den elliptischen Funktionen durch die Substitution (5) werden 
die Parameter a, aus den Gleichungen 


(41) A, —— o(a,) 
und in 
(42) + YAP(A,) = p'(a,) 
unter Beachtung der obigen Vorzeichenregel bestimmt, so daß (40) sich in 
r i lu 
43 int \%'0'(a, 
(43) 7 Do p (a,) / o(u) — 9(a,) 


verwandelt und nach Auswertung der einzelnen Integrale die Funktion (22) die Gestalt 


n 


(44) y= ei — / / oe e2u:(a,) 


vl 
erhält. Diese Funktion, die das Rechteck der Halbperioden auf das Innere des Kreis- 
bogenvierecks mit den Winkeln (37) abbildet, ist der Quotient zweier linear unabhän- 
giger Lösungen y,(u), %.(u) der Gleichung (36), und diese Lösungen selbst bestimmen 
sich in der klassischen Form Hermites: 


(45) u u ee, y.(u) = yıl— u). 


Hermite ging bei seinen Untersuchungen von der funktionentheoretischen Über- 
legung aus, daß sich die Differentialgleichung (36) durch doppeltperiodische Funktionen 
zweiter Art mit einem n-fachen Pol in u = 0 integrieren lassen muß. Indem er die Lösung 
als Produkt von k Elementarformen in der Form (45) ansetzte und in die Differential- 
gleichung einging, gelangte er zu den Bedingungsgleichungen 


\r p (a,) +9 (a) BR (1 — 1, 2, 


(46) 4 22 p(a,) ee w(a,) 


(2n — 1) Ypla,) = A, 


£ y=] 
Journal für Mathematik, Bd. 181. Heft 2. 13 
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deren Auflösung große Schwierigkeiten verursacht. An ihre Stelle setzte Halphen die 
mit dem System (39) äquivalenten Gleichungen !°) 
’ C 
A7 . dA, a CT Tu agungpmerer vr € 
NT Tel) — pa.) 


die sich durch Koeffizientenvergleich in der aus 





) Yı y3 “i Yy« “ p'(a,) 

48), 2 — = Vl2a,) +Cu —a)—Cu+a)]= I’ — = 

(4 ) y, Ya _ [ (( ) ( ) ( u. )] — g(u) — p(a,) 
(vgl. (9)) unter Beachtung von 

"7 o(a, + u)o(a, — u) - 

419 Pe — Zn — menu DE aan / — . 

(49) Yıla [I 02(a,)02(u) I (plu) — p(a,)) 
gewonnenen Identität 

- v_ Pa) _ GE 

09) = Pl) —pla) 7 


II (p(u) — 9(a,)) 


v1 

ergeben. Die Bestimmungsgleichungen (47) sind gleichbedeutend mit den Gleichungen 
(39) und Ausdruck der Tatsache, daß die bei der Abbildung auf die t-Ebene angehängten 
Parallelstreifen die Breite 1 besitzen und auf diese Weise ein Kreisbogenviereck mit 
n Pseudo-Ecken entsteht. Der Beweis für die Auflösbarkeit des Systems (47) läbt 
sich dadurch erbringen, daß man für das Produkt Y(u) = y,%s die Differentialgleichung 
>. Ordnung aufstellt und deren in @(u) polynomische Lösung aufsucht (vgl. 49), was 
immer möglich ist. Ihre Nullstellen sind die zusätzlichen Verzweigungspunkte (41) der 
Schwarz-Christoffelschen Formel 1%), 


1,5. Einfluß des akzessorischen Parameters auf die Gestalt des Kreisbogenvierecks. 


Der Ansatz der Funktion, die eine Halbebene oder das Innere eines Rechtecks 
auf ein Kreisbogenpolygon mit vorgeschriebenen Winkeln abbildet, und die Erforschung 
der Struktur dieser Funktion bedeuten nur die ersten Schritte zur wirklichen Lösung 
des Abbildungsproblems. Für die vollständige Beherrschung der Abbildung ist erforder- 
lich, daß die Abhängigkeit der Parameter der Abbildungsfunktion von den geometrischen 
Konstanten des Polygons geklärt und eine Methode zu ihrer Bestimmung angegeben ist. 
geometrisch bestimmt durch zwei Konstante, nämlich durch die Winkel, die die Gegen- 
kreise miteinander bilden. Die beiden Paare der Gegenkreise: (k,,k,) und (ks, k,) 
gehören je einer Schar des Steinerschen Netzes an, die Schnittwinkel der Kreise jedes 
Paares sind die Differenzen der betreffenden Scharparameter. Der Schnittwinkel des 
einen Paares ist reell: 


Die Gestalt eines Kreisbogenvierecks mit den Innenwinkeln 


(51) << k, Ka = AT . 
der des anderen ist imaginär: 
(52) <X k; k; Be udn, 


und sein absoluter Betrag ist im Polarkoordinatensystem (Fig. 2) gleich dem Logarith- 
mus des Radienverhältnisses der beiden konzentrischen Kreise. In dem Geradenfünfeck 
der {-Ebene, das durch die logarithmische Abbildung entsteht, sind x und £ die Ab- 
stände der entsprechenden Seitenpaare, und mit ihnen ist auch die Lage der Eckpunkte 


'») Halphen, Trait& des fonctions elliptiques 2, Paris 1888, p. 495ff. 
16) Vgl. Halphen, 1. ce. 15), p. 498f. 
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bekannt. Für das in 1, 1 behandelte Beispiel wird: 


= = — (1+ ıß) 


ua (<a <e, <A). 


(53) 
Bei dieser Klasse von Kreisbogenvierecken erweist sich damit das Parameterproblem 
als identisch mit dem eingangs (S. 83) formulierten Parameterproblem für die ent- 
sprechenden Geradenfünfecke. 

Mit Rücksicht darauf, daß die Abbildung nur bis auf eine lineare Transformation 
der x-Ebene in sich bestimmt ist, enthält dıe Abbildungsfunktion (1) des Geradenfünf- 
ecks zwei wesentliche Parameter: das Doppelverhältnis der Verzweigungspunkte e,, €3, C9, © 
und den akzessorischen Parameter A. Statt des Doppelverhältnisses der Verzweigungs- 

FRE 0) di ’ 
punkte kann auch das Periodenverhältnis 7 = ® des elliptischen Integrals erster Gattung 
0) 
1 


als Parameter gewählt werden, aus dem sich dann in bekannter Weise !*) 


R 


ı [ma+ 0°] 
(54) (e, 03,6 ©) .- 167 du , h =ei* 
_ IH (1 + h””) 


ergibt. Die Abhängigkeit der Abbildungsfunktion {(x) von den beiden Parametern werde 
durch die Schreibung 


(95) K2)= Ua, A) 
zum Ausdruck gebracht. 


Das Parameterproblem verlangt die Auflösung der Gleichungen 


e; 


{ 


= il 1) „Ypa) | = 

2 e,, T,/ 7 ge [7 

1 1: IT J (2 — A)YP(&) 
(56) | e 


B: _, Ir 
= te; 1,A)=;,VP(A) / ( re 





| 2 — A)Y Pla) 


d.h. die Bestimmung des Periodenverhältnisses und des akzessorischen Parameters 4 
aus vorgegebenen Werten i,, t, (z.B. (53)). Diese Bestimmung gelingt mittels rasch 
konvergenter Reihen, die durch Umkehrung der #-Reihen gewonnen werden (Abschn. 1, 4) 
und damit ergibt sich die Möglichkeit, die konforme Abbildung jedes beliebigen Kreis- 
bogenvierecks der betrachteten Klasse bis ins letzte auszuführen "?). 

Vorerst soll durch eine unmittelbar anschauliche Überlegung die Abhängigkeit 
der Gestalt des Kreisbogenvierecks, d. h. der geometrischen Konstanten x, 5 vom ak- 
zessorischen Parameter A geklärt und die Bedeutung besonderer ausgezeichneter Werte 
des akzessorischen Parameters erkannt werden 1%). Zu diesem Zweck untersuche man 
die Gleichungen (56) in Abhängigkeit von dem akzessorischen Parameter A, indem man 
nach dem geometrischen Ort der Ecken t,, t, des Geradenfünfecks beı festgehaltener 
Breite des vertikal liegenden Parallelstreifens (Residuen der Integrale konstant gleich 
+ 1) und festgehaltener Ecke t(0; r, A) = 0 frage. Die Überlegung verläuft analog 
dem eingangs (S. 84) skizzierten Gedankengang; die Analogie tritt in der Formel noch 





17) Weierstraß, 1.c.?), S.37. Mit Rücksicht auf die oben gewählte Reihenfolge der Verzweigungspunkte: 
e1>e3 >e, ist in den Formeln 1. ec. e, mit e, zu vertauschen. 
18) Es sei darauf hingewiesen, daß die Figuren 1, 2, 3, 6 bereits richtig dimensioniert sind nach denin 1, 4 ent- 
wickelten Lösungen. 
rY r y 
») Vgl. W, v. Koppenfels, 1. e. 2), I, S. 11—15. 
13* 
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stärker hervor, wenn {(e;; r, A) als Integralquotient 


" 


dx f dx 
(57) Ude; „A)= / —! [ I — 
J (e — A)Y P(«x) R (e — A)Y P(x) 


geschrieben wird. 

| I. Den Werten A <e, entsprechen Fünfecke der in Fig. 6; angegebenen Gestalt. 
Der geometrische Ort für die freie Ecke t, ist die Halbachse der positiven reellen t, für 
die freie Ecke t, die Halbgerade Alt) = — 1, J(t) <O®. 

II. Beim Übergang zu Werten A < e, ist darauf zu achten, daß die Eindeutigkeit 
des Integranden, der an den Stellen x = e; verzweigt ist, gewahrt bleibt. Darum muß 
der Verzweigungspunkt A unter Umgehung des Punktes x = e, ın das Intervall (e;, e, ) 
ebracht werden und zwar entsprechend der Festsetzung (2) durch die untere Halbebene. 
Man denke sich zu diesem Zwecke die x-Achse als elastischen Faden, mit dem die Ver- 
zweigungspunkte in der der Figur 5; zu Grunde gelegten Anordnung fest verbunden sind, 
und deformiere den Integrationsweg gemäß Fig. 51. Das längs dieser Randkurve genom- 
mene Integral bildet die Halbebene J(x) < 0 auf das Innere des in Fig. 677 angegebenen 
Fünfecks ab, dem der von t, + too nach t, erstreckte Schlitz als Bild des von x = A nach 
x = e, verlaufenden schlitzartigen Fortsatzes hinzuzufügen ist (der Punkt x = e, ist, 
wenn er das zweite Mal berührt wird, nicht zu umlaufen). Werden außer der Ecke 
((co) = 0 die Abstände der vertikalen Geraden festgehalten (konstantes Residuum), 
so bewegt sich die Ecke t, längs der Achse der (negativ) reellen, die Ecke t, längs der Achse 
der (negativ) imaginären t, wenn A das Intervall <e,, e,> durchläuft. 


























A 
e A e 
u me - ee ne eure 
x- Ebene Fig. Bun. 
Fig. 51. 
1 
IE 705 
\ 
| Y Y A 
a t, " 
h 
> 18 n r (t,) 
’ t, 
£ t> 
t-Ebene 
Fig. 61. Fig. 611. 


Ill. In entsprechender Weise vollzieht sich der Übergang des Parameters A in 
das Intervall <e,, e3). Die Randkurve (Fig. 5jır) wird durch das Integral (1) auf die Kontur 
eines Fünfecks abgebildet, dem in festem Abstand ein gebrochener Schlitz hinzuzufügen 
ist, der in der Ecke t, endet. Die geometrischen Orte der Ecken t,, t, ergeben sich 
unmittelbar. 

IV. Schließlich ist die gleiche Überlegung beim Übergang zu den Werten A <e, 
anzustellen. Integrationsweg und Bildkurve sind aus den Figuren 5ıy und 6jy zu ersehen. 

Durch diese Überlegung hat sich gezeigt, daß der Eekpunkt t, längs der in 
Fig. 7 angegebenen Kontur variiert, wenn der akzessorische Parameter die Achse der 
reellen Zahlen durchläuft. Werden jetzt für A auch komplexe Werte zugelassen, so 
bildet nach dem Grundprinzip der geometrischen Funktionentheorie der Integral- 
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quotient (97) als Funktion von A betrachtet die e, e, A,e, Am am 


Halbebene J(A) < O auf das Innere des zur Linken en 
. m_: A-£bene 
dieser Kontur liegenden Teiles der Ebene ab und 


Entsprechendes gilt für den Integralquotienten 1 0 ! 2 

t,. Dies bedeutet, daß die Quotienten dieser be- t,- Ebene 
stimmten Integrale dritter Gattung als Funktionen 

des Parameterss A unbestimmte Integrale zweiter Y 

Gattung sind. Wird der zwischen e, und e, liegende, 
noch zu bestimmende Verzweigungspunkt, dessen 
Bild (vgl. Fig. 7) die Ecke mit dem Innenwinkel Du 
27 ıst, mit A, bezeichnet, so muß t, als Funktion — 
von A die Gestalt 


A BR ; 
(58) „= te; 1, A)=C f ee 
2 2 1 VP(A) 


haben. Die drei Konstanten C,, C,, A, sind durch die Forderungen festgelegt, daß die 
Bildpunkte der Verzweigungspunkte e,, €;, €, in die Punkte 


] 
“ 
2 
| 





t(es; T, e,) —= (0 


(39) des; T, &) = 0 
Ke;T,60)=—1 
fallen, und auf Grund dieser Forderungen wird 
A e, 
(60) = [ Asa: (= dan 
JvVp(a) I YP(A) 
mit 
en PET En 
JVpca) VPpaA) 
Beim Übergang zu elliptischen Funktionen schreibt sich dies wegen 
. " AdA 
(62) za) = — [ a)da = — 
(a) p(a) IF 


in der Form 


(63) = — . Bi ne: ——— 








os von Koppenfels, Konforme Abbildung besonderer Kreisbogenvierecke. 





S(®;) 
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(64) p(a,) = A, = — 











so daß die zweite der Gleichungen (20) herauskommt. Ebenso zeigt sich, daß für die erste 
der Gleichungen (20), die den Weg der Ecke t, darstellt (er entsteht durch Spiegelung 
des Weges von t, an dem letzten Abschnitt), 





(65) p(a)= Aı=— 











der zwischen e, und e; gelegene zusätzliche Verzweigungspunkt ist. 

Durch diese Betrachtung sind t, und t, als analytische Funktionen von a für alle 
auf dem Rand des Rechtecks gelegenen Werte a an Hand der Figuren 65—6ıy gedeutet. 
\erzichtet man darauf, die Abbildungsfunktionen der vier Geradenpolygone, die paar- 
weise spiegelbildlich gleich sind, durch analytische Fortsetzung aus einander zu gewinnen, 
d.h. läßt man die Schlitze fort und durchläuft die x-Achse glatt, so werden die Ecken 
des Geradenfünfecks im Fall I (e, < A) durch die Gleichungen (20) dargestellt, während 
in den Fällen II und III (e, <A <e,) die wahren Ecken durch 


ır(t,) = 2[0,{(a) — al(w,)] + ı7 
nt, = 2[0,{(a) — aö(®,)] — in 


und ım Fall IV (4A <e,) durch 
ız(t,) = 2[0,°(a) — ad(o,)] + in 
ı7(t;) = 2[o36(a) — al(w;)] + ın 
gegeben sind. Es ist zweckmäßig, in allen vier Fällen mit dem einen Gleichungssystem 
(20) zu arbeiten und dafür in Kauf zu nehmen, daß t,, t, nur im Fall I die wahren Ecken 
des Polygons liefern. In den Fällen II und III sind die wahren Ecken: (t,)=1t, + 
und i, im Fall IV: (t,)=t, + 2 und (t,)=t1,+ 2 (vgl. Fig. 61— 6m). Da sie aus {,, 
{, durch konstante, d. h. von den Abmessungen des Polygons unabhängige Verschie- 
bungen hervorgehen, so ändert sich am Parameterproblem nichts, ob mit den Funktionen 
(20) und ıhren analytischen Fortsetzungen gearbeitet wird oder mit den „wahren Ecken‘. 
Da die Ecken des Geradenfünfecks im wesentlichen die Winkel des Kreisbogen- 
vierecks darstellen, so gibt diese Diskussion einen vollständigen Überblick, in welcher 
Weise bei festgehaltener Periode die beiden Konstanten des Kreis- 
bogenvierecks: die Schnittwinkel der Gegenkreise variieren, wenn 
der akzessorische Parameter A die reelle Achse durchläuft. Die 
beiden wesentlich verschiedenen Typen von Kreisbogenvierecken, 
die dabei entstehen, werden durch Fig. 2, und 2;, veranschaulicht. 
Der Fall I führt auf das Kreisbogenviereck der Fig. 2, durch 


N, u * 
VRR 








Fig. 21. Spiegelung an der Seite On, ergibt sich das Viereck, das dem Fall IV 

(4 <e,) entspricht. Von besonderem Interesse ist der andere 

Typus, der entsteht, wenn der akzessorische Parameter ein Intervall zwischen zwei ım 
Endlichen gelegenen \Verzweigungspunkten e; durchläuft. In Fig. 2, ist ein solches 


Viereck für den Fall II (es, <A <e,) dargestellt, Spiegelung an der Seite 7,0 bedeutet 
Übergang zum Fall III (e, <A <e,). Hier wächst der reelle Schnittwinkel der Gegen- 
kreise des einen Paares von O bis z, während das Radienverhältnis der sich nicht schnei- 
denden Gegenkreise (Absolutbetrag des imaginären Schnittwinkels) bis auf einen end- 
lichen Wert wächst, um dann wieder auf Null zu sinken. Bei gegebenem Periodenver- 
hältnıs ıst es also ın Fall Il oder III nicht möglich, daß das Kreisbogenviereck ein Radien- 
verhältnis erhält, das eine bestimmte Schranke überschreitet. 








e@ 





von Koppenfels, Konforme Abbildung besonderer Kreisbogenwierecke. 99 


Dieser Sachverhalt, der durch die Entwicklungen des Abschnittes 1, 4 auch zahlen- 
mäßig belegt wird (vgl. Fig. 81, 811), bildet eine schon von F. Klein gewünschte quanti- 
tative Bestätigung ?) eines allgemeinen Satzes: Wenn für die in projektiver Maßbestim- 
mung gemessene Länge einer Seite des Kreisbogenvierecks ein beliebiger reeller Wert vorge- 
schrieben wird, so ist damit der akzessorische Parameter eindeutig festgelegt *). Die projektiv 
gemessenen Seitenlängen der hier betrachteten Kreisbogenvierecke sind az und ißz. 
Bei festgehaltenem Periodenverhältnis ist (vgl. Fig. 87, 81) nach Vorgabe von x der 
akzessorische Parameter stets eindeutig bestimmt, nach Vorgabe von £ jedoch nur in 
den Fällen I, IV, während in den Fällen II, III zu jedem Wert 5 zwei Werte des akzes- 
sorischen Parameters gehören. 

Die ausgezeichneten Werte des akzessorischen Parameters, die im Fall II (bez. III) 
zu den Kreisbogenvierecken mit größtem Radienverhältnis gehören, sind durch die Glei- 
chungen (54) und (55) bestimmt. Man berechnet bei vorgegebenem Periodenverhältnis 
mit Hilfe der 9-Reihen in bekannter Weise ??): 





19% (0) 
7407 d(0) 
(66) A ___ on) _ 1 9, (0) FERN 193 (0) 
u 0) 1207 9(0) 7 403 d,(0) 
= P, + E d6 (0) 
” 403 d,(0) ’ 
wofür man auch 
ER IT 1 b 4%" | 
Pi 207 (2 —_ (1 + h*)?| 
i Pin , .. Ah 
(67) A, = _ so) _ Me a BE un 
0” 207 u | (1 ne ui 5 
ah = \" ah" 
2 | 20; —_ (1 Be par ” 





schreiben kann, und bestätigt, daß A, im Intervall <e,, e3) liegt. Für A, ıst keine neue 
Rechnung erforderlich, wenn man das Spiegelungsprinzip heranzieht und w; = w,, 
0 = — w, Setzt, sowie die Transformationsformeln der #-Funktionen beachtet °?). 
Ist das Periodenrechteck ein Quadrat, liegt also der lemniskatische Fall vor: 
ac | _1ı1 (1) 

(68) %=10, 0 m | : 
so herrscht auf der x-Achse Symmetrie bezüglich des Nullpunktes: 

(69) .=1, 8-0, 8 =-—1, 
und die ausgezeichneten Werte des akzessorischen Parameters müssen entgegengesetzt 
gleich sein. Der Legendreschen Relation entnimmt man ihre Differenz 

So (io T 

m en) en a u 20? 

und erhält in 


(71) A,=pla)= — ;,; = —0,456947, A, pla,) = + 0,456947 
1 p 1 Aw? ’ 2 1 1 
1 


20) ].c.5), S.400: Was noch fehlt, wäre die genaue quantitative Bestimmung und analytisch rechnerische 
Bestätigung der allgemeinen orientierenden Sätze. 

1) E. Hilb, Über Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Math. Ann. 66 
(1909), 8. 246. 

*?2) Weierstraß, 1. c.?), S.44 u. 36. 

23) Weierstraß, ]. ce. ? 


De 

- 
es 
. 
— 
— 
-_ 
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die Werte des akzessorischen Parameters, die im lemniskatischen Fall zu Kreisbogen- 
vierecken mit maximalem Radienverhältnis (Typus der Fig. 2],) Anlaß geben. 


Die Diskussion des Parameterproblems im Großen rückt auch das Eigenwertproblem, 
das in der Frage nach periodischen Lösungen der Differentialgleichungen (31) besteht, ins 
Licht. Wird das Argument der Lösungen (32) um eine Periode vermehrt, so verhalten 
sich diese Lösungen multiplikativ **), d. h. es wird 
we + 20;) = y,(u)eleit(a)—er(o)] 

Y(u + 20,;) = Y,(u)e?leit@—aro)) 
und man erkennt aus (20), daß dann und nur dann periodische Lösungen mit der Periode 
20, bzw. 2, vorliegen, wenn t, bzw. it, ganzzahlige Werte annehmen. Die Werte des 
akzessorischen Parameters A = p(a), für die dies eintritt, heißen die Zigenwerte des 
Problems. In den Lameöschen Fällen 


(72) 


(75) A — €3, t, en. ER 2, l, — 0; 


sind die Eigenwerte einfach, weil die Lösungen zusammenfallen (vgl. S. 91/92). Die Lö- 
sungen für A = e; sind doppeltperiodisch und die einzigen dieser Art, da die Diskussion 
des Werteverlaufes von t, und t, für alle reellen Werte des akzessorischen Parameters A 
gezeigt hat, daß A = e; (= 1,2, 3) die einzigen Werte sind, für die t, und t, gleichzeitig 
ganzzahlig werden. Die Diskussion hat weiter gelehrt, daß — von diesen Lameschen 
Fällen abgesehen — die einzigen ganzzahligen Werte, die i, bzw. t, annehmen können, 
die Werte 


(74) ı =—(r+1), „= 23, 
bzw. 

(75) , = u—1, un=2J,... 
sind. Die den Werten (74) entsprechenden Bildpunkte 

(74 a) NA=pl”a), „»=23... 


liegen im Intervall <oo, e,) und geben die Eigenwerte, die zu einfach periodischen Lösungen 
der Periode 2», gehören; die den Werten (75) entsprechenden Bildpunkte (vgl. Fig. 7) 

(75 a) A” = pla”), u=23,... 
liegen ım Intervall <e,, ©) und geben die Eigenwerte, die zu einfach periodischen Lösungen 
der Periode 2, gehören. Die Eigenwerte beider Reihen sind zweifach, weil die ihnen 
entsprechenden Lösungen (72) nicht zusammenfallen. Die Abbildung ist schlicht, wenn 
der akzessorische Parameter zwischen den absolut kleinsten Eigenwerten beider Reihen, 
also ım Intervall 

(76) WA<A<AN 
liegt °°). 

Bei vorgegebenem Periodenverhältnis r sind die Werte "a bzw. a nach (20) 
durch Auflösung der Gleichungen 


.. . - T. y « 
(44) (Na) — Maslo,) = — r 5 L, Eee 
bzw. 
(78) ».&(aW) — aweE re BE 
& os (a a lo,) = u gl, mas... 
1) o(u + 2W;) = — er Mutwoj)alu). 


>>) Vgl. W. v. Koppenfels, Beitrag zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit periodischen Koefti- 
zienten, Math. Ann. 112 (1935). 











S 
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zu bestimmen. Diese Auflösung läßt sich leicht bewerkstelligen, wenn man mittels der 
ganzen transzendenten Funktion 


. 1ty n 1:(2n—1)? in(2n—1)v int 
(79) 9%, (vi rT)= = (— 1) Ah‘ e (h= e”) 
zunächst die Gleichung (77) in der Form 
d | 
(80) - log 9, (v, | rT) + iv = 0 
schreibt. Hierbei hat 
(„)a 
e1 a © 


auf Grund der Feststellung, daß die Eigenwerte (74 a) in dem Intervall (, e,) liegen, 


einen positiv rein imaginären Wert (0 <|v|I<5 ). Führt man danach die reelle 


Größe *®) 
(82) = — em, 

ein, für die 
(83) h<l|l&|<1i 

eilt, so erhält die Bestimmungsgleichung die Gestalt 
(84) BR, 14) = 0 


oder, nach Potenzen von Ah geordnet, 
(85) 2 [(2n +1 + yErt — (2n +1 — »v)&”] WetHD _Q, 
n= 
Man überzeugt sich leicht davon (vgl. Abschn. 1, 4), daß die linke Seite der Gleichung 
(85) ın dem Bereich 
(86) h<esli,|jsPp<Ii, |kh|sP<I 
eine reguläre Funktion beider Veränderlicher &, h darstellt, die nach dem Satz über 


implizite Funktionen in der Umgebung von h = 0 durch eine analytische Funktion 

(87) = &(h)=— Zr 
aufgelöst werden kann. Die Natur des Problems, das die Existenz und Eindeutigkeit 
der Lösung von vornherein garantiert, erlaubt, von der Konvergenz in der Umgebung 
von h = 0 sofort auf die Konvergenz für alle k <1 zu schließen. Die ersten der in ein- 
facher Weise rekursiv bestimmbaren Koeffizienten sind: 


) POOR., en 1 . _ 16» 
o=,,.p A7GHIo-T 
u >. ' m j as u... 0 
= — (It — 18? +85 —9),... 


Aus (81), (82) und (87) folgt schließlich: 


N 1 Zr (v) 1 2 
(89) <= el IR). 


iv] k=( 


Die Bestimmung der Eigenwerte der anderen Reihe erfordert keine neue Rechnung, 
wenn man das Spiegelungsprinzip heranzieht. 


®*) Das negative Zeichen ist gewählt, um Übereinstimmung mit den Formeln des folgenden Abschnitts zu 
erzielen, 
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1,4. Lösung des Parameterproblems durch Reihenentwicklungen. 


1, Al. Aufstellung der Bestimmungsgleichungen für das Periodenverhältnis. Nach- 
dem im vorigen Abschnitt die Abhängigkeit der Gestalt des Kreisbogenvierecks von 
dem akzessorischen Parameter untersucht und dabei im Sinne der Fragestellung 
’. Kleins das Periodenverhältnis r festgehalten wurde — man könnte dies als ‚Para- 
meterproblem im engeren Sinne‘ bezeichnen — handelt es sich im folgenden um die 
Bestimmung beider Konstanten: r und A aus vorgegebenen Daten des Kreisbogenvier- 
ecks. Erst wenn hierfür ein konvergentes Verfahren angegeben ist, kann das Abbildungs- 
problem als vollständig gelöst angesehen werden. 


Aus den beiden Bestimmungsgleichungen für 7 und ° Bi 
| " e u : | je | a” | 
IT, 2: “ld, On 9) — al(0,:0,0))— IT = * - 5 —. AR r] PER st 1. T)| eig IT 
(}\ 1 . 


11, = Ao,{la: 0, 0:) —al(93:!0,, 05) —ı7 = 2r2l — 1,7) — — Hr: l,r) — ım, 
5 a e 0) 
i 1 1 s 





deren Auflösung das Parameterproblem verlangt. läßt sich die Größe -- leicht eliminieren. 
(') 
1 

Denn vermöge der lL.egendreschen Relation folgt durch Kombination beider Gleichungen: 














Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, die — wie schon erwähnt — mit Hilfe 
der Funktion #, in der Form 





’ a 
aP, - | 
{ | y .; 
ıT(l, 5 1) — U 
y 4 
En | 
{ 1 7 Zu i 
u \ 1 











geschrieben werden kann (wobei der Strich die Ableitung nach der ersten Veränderlichen 
bedeutet), & ieh sich eine transzendente Gleichung zur Bestimmung des Perioden- 
verhältnisses 7 aus vorgegebenen Werten für ?, und t,. Diese beiden Größen hängen 
hster Weise mit den Schnittwinkeln zusammen, die die beiden Paare der Gegen- 
kreise des Kreisbc DREIER s mitein wen r bilden und deren einer reell (x). Baus ander?! 
1aginär (23) ist. Im Hinbl fh darauf, daß die Behandlung « des Parameterproblems ın 
esem Abschnitt der Lösung konkreter Abbildungsaufgaben dienen soll, wie sie die 
P’hysik ın den verschiedenen Anwendungsge teten der Potentialtheorie darbietet, er- 


” a Y % v an | Janh y nnd y hf ..rx Dr u + 
Ss ZULIdLIR l i Uni ng Ä besch rar ıkur ıg au! schlis 4 \reisbogen‘ IeT« 1‘ 
man hht tar + ' | S “ 4 © - will 7 7 
L Ir it vig/i i’a> Iretitiiiet'i, dal dcr Teeik Schl nkel \ de | Ur Il chung 
{ A 
Pr. \ FA \ Wei: Du 
m, m 1-mah 4 } In: ce Dimmen SER RES inkels le - enamallar + amamarhar 
genug‘ IIMNSCHLIICN des MX asınaren >chniiiwiınkeis, der m Spt zıelien St£ ınerscDtii 
. N Y S we > 3 
rn, nn Aan I aAramthmmna An anıanvar] Iimnıcanc - n AHandar ÄJan arlarıtot 
Nreisneiz den Logarıthmus des Nadı nverhält Nn1SSE8 der betreffenden Krei 1St bedeut: b. 
e 1 . 
{r I) NS | a 
“ Wi ı} 


Unterscheidung der vier den Lagen des akzessorischen Parameters entsprechenden 
äbschn. 1.. beaeutei Tür 7. o» PIN® L nterscheidung hinsichtlich der Reahtäts- 


ramh ü 4 NER, nA harlınmt Ara Aan Dir n > n non 4 m Zu N Rn nn 7 } . 
£ ItalLiliSSt ah Ji4 it wi Kind UülRkt AUTıi I in. M-On u entnehmenden Zuordnung: n ij» tt Rn 


ee. ö on 
Arırr { nanAnTr hama pn camnmanmmanstallt < \ . 
EN OIPEENÄAEN Schema zusammengesielli sıına: 
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j ı a 
v 
I 6, <A x — (1+1B) |] 1+a + ißı 
II jl,<A<e ıß -(1-+a) I/1 —ıß -+ar 
II e <A < Ca x — 1 . (2 -ıp) x 7 (1 I ıp)r 
IV A<&|—A+iß) | 2 +o%) I—iß + +o)r 


(94) | 


Bestimmungsgleichung für r 























Eu 
“ 5 Eid * ) u e | , pi 2 
III Br = ; = + ) ie r (* er r/ | 
var ; u A : ) FE . ee ) ; 





Die Werte des Periodenverhältnisses, die sich aus den transzendenten Gleichungen 
der letzten Spalte ergeben, sind paarweise negativ reziprok. Man kann diese Tatsache, 
in der sich eine allgemeine Transformationseigenschaft der #-Funktion ausdrückt ?”), 
unmittelbar der Anschauung entnehmen: Bei festen Werten a, 3 sind die Geradenfünl- 
ecke in den Fällen I und IV (Fig. 65, 6v) bzw. II und III (Fig. 611, 6117) einander spiegel- 
bildlich gleich, und die entsprechende Spiegelung des Periodenrechtecks bedeutet den 
Übergang von r zu— —?). Für die theoretische Überlegung genügt es also — und das 

m gung genug 
ist von vornherein klar — allein die Fälle I und II zu untersuchen und für diese zu vor- 
gegebenen Werten a, ß das Periodenverhältnis zu bestimmen. Trotzdem erscheint es 


*”) Den allgemeinen Formeln (Weierstraß, 1. c.?), S. 46) entnimmt man: 


RE d,(e|T) 

mE 2 = Im — 9 

v d,(e|rt 

d, \; er o\F | 
T 
und erkennt hiernach, daß durch die Ersetzung r | — , die Gleichung I sich in IV und die Gleichung II sich in III 
verwandelt. 

**) Werden im Fall I die Perioden der unimodularen Transformation &! = — ®,. 0} = _, unterworfen, so 


besitzen die Ecken @,, 3 des Rechtecks der Halbperioden nach S. 98 die Bildpunkte 
(IV) (ti) —= 2[wı (a) — al(oy)] + ir = — int, 
ix(t3) = 2[w3£ (a) — af (w)] + ix = int, + Zi. 
Das gespiegelte Periodenrechteck kann in die normale Lage gedreht werden, ohne daß die Lage der Bildpunkte sich 
ändert. 
Im Fall II entspricht dem Übergang zu dem spiegelbildlich gleichen Polvgon (III) die Transformation 


’ ' 
ww, = Ws, Ws u 


und die Ersetzung des Parameters a durch a’ — a — 2a. 
14* 
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nicht überflüssig, auch die Fälle III und IV in die Betrachtung einzubeziehen, da sich 
für Werte des Periodenverhältnisses mit kleinem Absolutbetrag durch den Übergang 
zum negativ-reziproken Wert eine Verbesserung der Konvergenz der in Frage kommenden 
9-Reihen erzielen läßt. Aus diesem Grunde kann es unter Umständen für die Rechnung 
zweckmäßiger sein, mit den unter III und IV angegebenen Bestimmungsgleichungen 
zu arbeiten. 

Für jedes Intervall des akzessorischen Parameters a ergeben sich mit Rücksicht 
auf (94) einfache Schranken für das gesuchte Periodenverhältnis, die in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt sind: 














a X r _a-+1 
| 0<—<I a <-—-< r 
2; I P ı P 
I 3 T 
PER 2 "PIERRE Wen. u 
e 9 I ı X l 
(95) 
1 T T X 
11 VERA | 7 De Ben 2 
v I l l p 
1 T 3 
REF} ET Le: 08 A 0 
TOR l l il +1 l X 

















lös ıst also von vornherein bekannt, daß der zu vorgegebenen Werten von x, ß gesuchte 
Wert von in dem betreffenden Intervall der letzten Spalte des Schemas (95) lıegt. 


\Verden nur schlichte Kreisbogenvierecke ins Auge gefaßt (0 <a <1), so lassen die 


Ungleichungen der letzten Spalte erkennen, daß für <1 > ı) die Konvergenz 


P 


der d-Reihen sicher gut ist in I und sicher schlecht in IV, während sie für? >1 (? > ) 


sicher gut ist in II und IV, sicher schlecht in I und III. Bei vorgegebenen Werten a, f 
ist daher sofort entscheidbar, ob es günstig ist, mit der transzendenten Gleichung I oder 
IV zu arbeiten. Zwischen den Gleichungen II und III ist von vornherein keine solche 
Entscheidung möglich, da für die Güte der Konvergenz in II keine ungünstige und ın 
III keine günstige Aussage vorliegt. Tatsächlich nimmt die transzendente Gleichung 
im Fall III eine Sonderstellung ein und ist zur Auflösung nicht geeignet. Zusammen- 
fassend kann man feststellen, daß durch Auflösung der transzendenten Gleichungen 
I und Il ın allen Fällen das Periodenverhältnis gewonnen werden kann — in III und IV 
durch Übergang zu den negativ reziproken Werten der Lösung — daß es aber für $?>1 
zweckmäßiger ist, statt mit der Gleichung I mit der Gleichung IV zu arbeiten. 


1,42. Aonvergenz des Auflösungsverfahrens. Es ist zweckmäßig, die Auflösung für 
den Fall II durchzuführen, da hier nur Exponentialfunktionen mit reellen Exponenten 
vorkommen, und dann durch die Ersetzung a | ıß, $ | ix die Lösung für den Fall I zu 
gewinnen. Die transzendente Bestimmungsgleichung (9471) für das Periodenverhältnis r 
gibt nicht unmittelbar ein konvergentes Auflösungsverfahren an die Hand. Knüpft man 
dagegen an die getrennten Gleichungen (90) und (91) an, die im Fall II (vgl. 94) die Form 

a 


(96) — —=1—ıß-+ar 
u 


und 


+ na =0 
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erhalten, und denkt man sich durch analytische Prozesse die Auflösung schrittweise 
bewerkstelligt, so zeigt sich am Schluß, welches die zur Lösung r führende naturgemäße 
Reihenentwicklung ist, und ihre Konvergenz ist auf Grund des Nachweises der Regularität 
gesichert. 

Der erste Schritt besteht darin, die Gleichung, die ausführlich geschrieben die 
Gestalt 


+ & 
Fan) „2, ar tg 
(98) u 0 
G(8, h?) 22 en n(n—1) 
ii 5 
Nn=—& 
hat mit 
(99) gem eo 
als neuer Veränderlicher, nach 
(100) h — ei 
aufzulösen. Der Zähler 
(101) Fi&,h2) = & (On — 1 -t a)e*ared 
n=—x 


stellt für jeden festen Wert A mit |h | <1 als Laurent-Reihe in & eine in der ganzen 
&-Ebene mit Ausnahme des Nullpunktes und des unendlich fernen Punktes reguläre 
Funktion dar und andererseits für jeden endlichen Wert £=+0 eine im Einheitskreis 
ık| <1 reguläre Funktion der Veränderlichen h. Beschränkt man £ und A auf die Teil- 
bereiche 


(102) e<| 


tiisP, |PilsPtel, 
so lehrt der Vergleich der Reihe (101) mit der Majorante 


m at nit «Pro + 2, 2in] Hi Ha)!" >| File, 1”)! 


die gleichmäßige Konvergenz der Partialsummen 
" +N ’ 
(104) Fy(£,h’) = = (2n —1 +0)? . FiE,h) 
n=—] 
bezüglich aller in dem durch die Ungleichungen (102) definierten vierdimensionalen 
Bereich & gelegenen Wertepaare (£, Rh). Damit ist die Voraussetzung für die Anwendung 
des Weierstraßschen Doppelreihensatzes gegeben, der für mehrere Veränderliche ebenso 
gilt wie für eine Veränderliche und die Regularität der Funktion F(£, h?) bezüglich beider 


Veränderlicher, d. h. die Entwickelbarkeit von F(£, h?) an jeder Stelle (£,, ,) des Bereiches 
Ö nach Potenzen von E— &,, Pi hr sicher stellt 2?). Ist dann insbesondere (£&,, 7) 


eine Stelle von ®, für die F(£&,, 6) = 0 und er (&, ho) # 0 ist, so gibt es nach dem 
Satz über implizite Funktionen genau eine analytische Funktion A? = h?(£), die für 
&= £, den Wert A” = h, annimmt und in der Umgebung von & = £&, der Gleichung 
F(£, h2) = (0 genügt. 

Für das vorliegende Problem wird die Lösung von 

(105) F(£, h?) = 0 
in der Umgebung der Stelle 


(106) n=0, &: 





2) Diesen Hinweis verdanke ich Herrn Herm, Schmidt. 
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benötigt. Mit Rücksicht auf 
z oF a \ 2 
Bun a N dire) 
lehrt die eben angestellte Überlegung, daß die Gleichung (105) und wegen 


(108) GE,)=1+&5 +0 


auch die Ausgangsgleichung (98) in der Umgebung der Stelle (106) durch den eindeutigen 
Zweig einer analytischen Funktion in der Form 





(109) h = = a,(E . &) 
mil 
FF I 
) u Be nn 
(1 I ) u | cE IE), 16x 
R=0 


aufgelöst werden kann. Es sei darauf hingewiesen, daß nach der Gleichung (105) dem 
Punkt Ah? = 0 auch die singulären Stellen & = 0 und & = oo zugeordnet werden können, 
in deren Umgebung sich nach einer von Herm. Schmidt angegebenen Methode unendlich 
viele Lösungen der Form 
1+2k—a 
1—(2k—o) 
ergeben °°) (mit k = 0 ordnet sich die Umkehrung der Lösung (109) ein). Für das hier 
behandelte Problem kommen die Lösungen (111) nicht in Betracht, da es in der Natur 
des Problems liegt, daß für AR —>0, d.h. | r| — oo der akzessorische Parameter a einem 
endlichen Wert und damit £ einem von Null verschiedenen endlichen Wert zustrebt. 
Da nach (96) und (99) unter Beachtung der Ungleichung (95,:) von vornherein bekannt 
ist, daß £Eın dem Intervall <&£ < 1 liegt, so ist der Nenner von (98), der die Nullstellen 
5 = h” besitzt, für alle in Frage kommenden Werte von Null verschieden. Der Grenz- 
übergang || — oo, der den Übergang zum Kreisbogendreieck bedeutet, wird im Ab- 
schnitt 1,5 näher untersucht. 

Das Parameterproblem verlangt die Bestimmung des Periodenverhältnisses 7 in 
Abhängigkeit der Winkelgrößen a, ß und da nach der Gleichung (96) 


er = +1 +2...) 


rr 


(111) . 





a 
- BIT 1% 
neh 


(112) % 
als Funktion der drei Veränderlichen x, ß, r bekannt ist, so liegt jetzt die Aufgabe vor, 
die durch Elimination der Größe & aus (109) und (112) entstehende Gleichung nach h 
aufzulösen. Es zeigt sich aber — und dies ist die Pointe —, daß die Elimination von } 
und Auflösung nach &£ wesentlich einfacher wird. Im Ergebnis läßt sich dann wieder 
nach (112) leicht der Übergang von & zu h vollziehen. Man führe also die Größe 


j 
| 


(115) me *® 


ein, die in der Umgebung von & = £, die Entwicklung 


2 2 PR... 2 
(114) =! = el + \ ) or ki)t 


gestattet, und eliminiere durch Einsetzen der Potenzreihe (109) zunächst die Größe N. 
Durch Multiplikation beider Potenzreihen ergibt sich die in einer Umgebung von =, 


°) Hermann Schmidt, Über Existenz und Darstellung impliziter Funktionen bei singulären Anfangswerten, 
Math. Zeitschr. 43 (1938), S. 533—552, 
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absolut und gleichmäßig konvergente Entwicklung 


(115) e= Sbl(E— £&,)". 


v=] 
Da der erste Koeffizient dieser Reihe: 
d— a) +)? ( en ) FR 
16x 1 + X ü 


für alle in Frage kommenden Werte des Parameters x (0 <x <1) von Null verschieden 
ist, so läßt sich in einer Umgebung von e = O0 die Entwicklung (115) durch eine absolut 
und gleichmäßig konvergente Potenzreihe 


(116) = a6, = 


(117) E=&,+ Vor (a = ;) 
| b, 


umkehren. Schließlich ergibt der Übergang von & zu h nach Gleichung (112) die Lösung 
des Parameterproblems ım Fall II durch die Entwicklung 











(118) "ec" = 4 y u 3 
l+x 








deren Koeffizienten als Funktionen des Parameters x im Abschn. 1, 43 noch näher be- 
stimmt werden. 

Diese auf den Nachweis der Regularität der betrachteten Funktionen gegründete 
Überlegung lehrt zunächst nur, daß die Potenzreihe &e,e” einen von Null verschiedenen 
Konvergenzradius besitzt. Aus dieser Tatsache läßt sich aber sofort die Konvergenz 
für alle Punkte des Einheitskreises (| e | < 1) folgern, denn die den in Frage kommenden 
Werten a,ß (0 <a <1, 5 > 0) entsprechenden Werte von e erfüllen die Strecke von 
0 bis 1, und es ist von vornherein bekannt, daß der eindeutig sich ergebende Wert von 
h* = e'”* der Ungleichung 

(119) V<m<1 
genügen muß: Die Existenz einer in diesem Intervall liegenden Lösung A für jedes Werte- 
paar «, ß, d.h. die Existenz eines Periodenrechtecks, dessen konformes Abbild ein vor- 
gegebenes Polygon ist, wird durch den allgemeinen Abbildungssatz Riemanns gewähr- 


leistet. 


1,43. Bestimmung der Koeffizienten. Um die Koeffizienten «c, (vr = 1,2,...) in 
Abhängigkeit von 


1— a 
en 
(120) Co 7 1 + x 
zu ermitteln, werde der Ansatz (117) in die Gleichung 
n+1)(* +1) (1) u 
(121) = (Zn +1+ 0% i —(2n +1 —o)E‘* ee: =d 








eingeführt, die durch Elimination von Ah aus (105) und (114) entsteht, so daß sie identisch 
in e erfüllt ist. Durch Nullsetzen des Koeffizienten von e* gewinnt man die rekursive 








Darstellung: 
u n ’ Nn-+ 5 l 
+ =k 


2 


km0,1,2..., 
in der die Summe über alle nicht negativen ganzzahligen Lösungen der Gleichung 
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Er .- 2 k läuft und c,[y] den »v-ten Koeffizienten der Entwicklung der Potenz 


&’ nach e bezeichnet. Diese Koeffizienten bestimmen sich aus den 
(123) c;[1] =6G 


ın der Form: 


(124) I 0.1 _ X en DR >. (‘ +. +. +i=u 
ne rn Bd a ktsi. race 
wobei die innere Summe über alle nicht negativen ganzen Zahlen i,,..., i, zu erstrecken 
ist, die den beiden angegebenen Relationen genügen und nicht alle gleichzeitig ver- 
schwinden ®!). In der Rekursionsformel (122) führe man statt des Parameters x den 
Anfangskoeffizienten (120) als Parameter ein und kann dann der Darstellung 
% , ’+nn+2 12 + m 1), 
(125) \ tt + (n+1)&,)c, n"tnin + 2) — (n+A1-+n&,)c, nt + m—1) o,| 
nin+1) i—£ 1—5 J 


„+ 
.) 


entnehmen, daß die Koeffizienten der Lösung von der Form 





& 
144k _, 


2} 








(126) 4 = (1 — &)(1 + &) Palo )Eo 


sind. Dabei bedeutet Py_,(£&,) ein Polynom höchstens (44 — 4)-ten Grades. Der Be- 
weis dieser Darstellung, die wegen 





14350 


(127) „=(1—&)1+ Et 


(vol. (116); , = s) für A=1 richtig ist, ergibt sich durch vollständige Induktion: 


Gilt (126) für v=1,2,...,k—1, so folgt mit Rücksicht auf & = 3, = I =»: 


. 
-o 


i ws > 2 ar „arte — 
. (128) . 9. Well-— EHEN Pole 1 
und weiter nach (124): 
f “ v “ p+95 So 
Zus; +0: | q et 
129) 6 A Re) ni = et Gd— ra Het 16 Punulke) 
so u=1 ni u 
P+4 +4 8 
— (14 EPs) TE, 


wobei p,g beliebige Zahlen sind und im Augenblick jedes Polynom vom Grade » ohne 
Rücksicht auf seine besondere Gestalt mit ?, bezeichnet wird. Somit ergibt die rekursive 
Darstellung (125) zunächst: 
130 BR; | & \3 Rufe vp ur. D E \2r 
( SV) G = ( u &,) -0 + kann +1)—2(F0)8 zu k—anın+—2(Eo)8 . 
»t) Die ersten dieser Koeffizienten sind: 


i ey—1 
cl] : vi cı 


0 
coly] Te, ” u“ X "a 
ely]= re, + 2) E26, - a) 
et te 


EN, BEE EEE FE EN EEE REED TE EUER RR EEE 
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in der die Summe von n = 1 (hierfür höchster Grad der Polynome) bis zur größten 


ganzzahligen Lösung von WR... = Li 0 läuft, und hierfür kann 
(131) 4 = (1 + &,)° io P;x-3(&,) 


geschrieben werden. Da für &, = 1 nach (125) und (129) die Polynome in (130) paar- 
weise gleich sind und deshalb in (131) Ps (1) = 0 wird, so läßt sich noch der Faktor 
4— £, abspalten und die Darstellung (126) ist gewonnen. Schließlich ist noch zu 
beachten, daß das konstante Glied des Polynoms den Wert 1 besitzt, denn aus (125) 
und (129) folgt für &, = 0: 


- ii 1] Ck—1 C 
(N 
) &) &,=0 & &=0 & &,=0 &) &,=0 


Da sich bei der Berechnung der Polynome Pyu-,(£,) zeigt, daß für k > 1 der Koeffizient 
der höchsten Potenz verschwindet, so ist es zweckmäßig, P,,_;(£,) zu schreiben: 
P_1(£,) —1 

P&)=1+6& +12 +45 

Py(&) =A1 + 14E, + 78 + 2088) + 26785 + 1528 + 348 + 28) 


m a uni a DB BEE TEE TE TEE TR ETNNB ED EI EEE TEE EEE TEE BD 


(133) 


1,44. Endgültige Form der Lösungen und Diskussion. Die im vorigen Abschnitt 
für den Fall II durchgeführte Auflösung läßt sich auf die anderen Fälle übertragen. 
Die entsprechenden Formeln seien zur Übersicht für alle vier Fälle zusammengestellt. 
Zunächst ist ın der Ausgangsgleichung (98) der Parameter x für die Fälle I, III, IV bzw. 
durch ıß, iß + 1, x + 1 zu ersetzen (vgl. Schema (94)). Die Auflösung durch die Potenz- 
reihe (109) gilt, nachdem in den Koeffizienten a, die entsprechende Ersetzung vor- 
genommen ist, in der Umgebung der Stellen 


- Am] 
1 —— ) 
ö 1-+1ıp' 
g0 1 u 
m 1+x’ 
Er 
(134) z 
g0 Er ıB 
DEE; . 
2-+1Pp' 
g0 di ° 


In den Fällen I und III ist ?, in den Fällen II und IV ist x für die Entwicklung als fester 
Parameter anzusehen, und immer sind die Ungleichungen (92), (93) erfüllt. Der durch 
(112) vermittelte Zusammenhang zwischen den Veränderlichen & und A ist in den vier 
Fällen von der Form 


ce 
ee, 
u Er = eh, 
(135) ix  1+iß 
Em =—e"h"", 
1 
iv = —e*l* 


Als neue Veränderliche sind also die folgenden Funktionen einzuführen, für die im Rahmen 
dieser Überlegung jeweils nur die eine der beiden Größen x, ß als freie Veränderliche, 
die andere als Parameter anzusehen ist: 


Journal für Mathematik. Bd. 131. Heft 2, 15 
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—2: 
ı =e Po ME ( fester Parameter) 
(2) t - 
Be. Me. 
a er Ru 4 
f ni ia mM 
em=e 9% = hi(— Em) 1% PP » ) 
ß 2 
—. nz — is nenn 
ev me u h2(— &ıv) _ (x „ „ ) . 


Für alle den Ungleichungen (92), (93) genügenden Wertepaare a, ß erfüllen die Werte 


der neuen Veränderlichen e in den Fällen I, II, IV die Strecke O1 der reellen Achse, im 
Fall III dagegen den Kreisring e=* < | eıı | <A. Dadurch wird die schon bei der Auf- 
stellung der Bestimmungsgleichungen (S. 104) bemerkte Sonderstellung des Falles III 
aufs neue ins Licht gerückt. Es erscheint von vornherein nicht zweckmäßig, mit der 
Gleichung (94711) zu arbeiten ®), und man kann nicht erwarten, sie durch Entwicklung 
der komplexen Größe £& nach Potenzen der komplexen Größe zırr in einfacher Weise 
aufzulösen. 

Unter Beschränkung auf die Fälle I, II, IV — für die theoretische Überlegung 
würde nach 1, 42 schon die Untersuchung der ersten beiden Fälle ausreichen — ist damit 
für alle in Frage kommenden Wertepaare x, 5 die Entwicklung 

0 ._50 
T)E- EL + A-EN HEIZ Pas) me (Pal) 1) 
mit den Polynomen (133) gewonnen. Dem Wert &= £, entsprechen nach dieser Ent- 
wicklung die Werte ”®=0, e=0 (d.h. in den Fällen II und IV: $ = &). Ordnen wir 
jedoch für diesen Näherungswert & = £, die Größen e und A? ohne Berücksichtigung der 
Gleichung (105) allein durch die Gleichungen (137) einander zu, so ergeben sich sehr 
gute Näherungswerte für das gesuchte Periodenverhältnis r. Indem wir diese Näherungs- 


werte mit * bezeichnen — da unter r, folgerichtig der dem Wert £= £, nach (106) 
entsprechende Wert 7, = 100 (infolge A = 0) zu verstehen wäre — setzen wir 
 _ ‚inlatißr) 
IQ in 
(13% ) g" a(ß+iar®) 
sı — € 


und gewinnen hieraus nach (134): 














| ed 
29 r uf 
(138 ) 1 
1—a\* — 
(II) Ar = ei — | we 
l+a 
und weiter: 
+ ) 
(I) -=— + aretg ß 
R I p PT 
(140) . : 9 | 
T p 2 1+-a 
(I) — = -+ Be —— 
N a an "l—a 
Diese Näherung — das sei noch einmal hervorgehoben — läuft darauf hinaus, daß die 
Gleichung (91), wie es die Weierstraßsche Darstellung 
g  —ina ‚g ina \ 
_ g 7 za he h’e 
(141) ©,<(@) ö -a(®,) u etg 5 7 IR >| Te > er 
- 0, oa \t—Me” 1 — h’e® 


2) die reell geschrieben die Form hat: 


—_—n’ 
N . z . 
1) [P cos nT(ia — Pri) — 2 sin ni + Bri)] e —(. 




















von Koppenfels, Konforme Abbildung besonderer Kreisbogenvierecke. 111 
nahelegt, mit dem ersten (von A freien) Glied abgebrochen und somit nicht explizit von 


h abhängig angenommen wird, während dann in dieser Näherungsformel 


a 
g: 
2, 


(142) u 


für - der durch (90) gegebene wahre Wert eingesetzt wird. 
"a 


Mit diesen Näherungswerten (139), die dem im folgenden Abschnitt 1, 5 behandelten 
Grenzübergang zum Kreisbogendreieck entsprechen, lassen sich die Lösungen besonders 
übersichtlich und für die numerische Ausrechnung zweckmäßig schreiben. 
folgt aus (137) mit (135), (136) und (138): 


Zunächst 











’ ia 16 X (! — iß\ (' MT 
B__ „FW “% i j) . f K*.k 
|® I Hal) l 
(143) i | o% 
16x - 1-1 fra” 
| Bi ae 3 ) -( di %*3% 
ii R ’ (d+ X) Pur 1 + ) F — .) r : 

















wobei die Polynome Pa-;, die für k= 1,2,3 in (133) explizit angegeben sind, sich 
rekursiv bestimmen lassen (vgl. 1,43). Hieraus ergeben sich schließlich für das Perioden- 
verhältnis in Abhängigkeit von den Schnittwinkeln der Gegenkreise des Kreisbngen- 
vierecks in den Fällen I und II die Darstellungen: 





m ı* 16ß 16 221 4 u | 
(I) ar -—— tg dr By" nu A pa (23 + 188? + 3P4)h* +». i 
T ı* 1 | 16x 16x | 
= | hr2 23 + 88 — 1882 + Zatyn#t 
(11) ; 18 1 + A „ae I A aa 2 - 8x 18x? + Sat)h 


in die die Werte (139), (140) einzutragen sind. Ersetzt man in der Entwicklung (144,1) 
x durch x + 1, so gewinnt man das Periodenverhältnis für den Fall IV, d.h. den rezi- 
proken Wert des Periodenverhältnisses (144,). Das gıbt eine gute rechnerische Kontrolle. 

Mit den Lösungen (144) berechnet man nach (94) die Werte des akzessorischen 
Parameters 


(1) elta 
(145) “ 
GB "ei dran ri 
v V 


und findet den Näherungslösungen (140) entsprechend die Werte 





a* 2 
(I) —1— —aretgß 

(146) © 7 
(II) ni | re 
9 | TT 1—ıa 











Im Fall I ist der Näherungswert von x, in Fall II von ß unabhängig. 
Die Diskussion der Lösungen (144), (145) erfolgt am besten durch Betrachtung 
a 


des akzessorischen Parameters 
[62] 
l 


der Höhenlinien des Periodenquotienten und 


’ 

a ’ ’ no 

(bzw. 2) als Funktionen der geometrischen Konstanten x, ß des Kreisbogenvierecks 
© 


(Fig. 81, Sr). 
A. Man erkennt zunächst den durch die Betrachtung im Großen (1, 3) bereits fest- 


gestellten charakteristischen Verlauf der Linien z — ce: im Fall I monotone Zunahme 


15* 
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Periodenquotient und akzessorischer Parameter als Funktionen 
der geometrischen Konstanten des Polygons 
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N 


von ß mit wachsendem a, im Fall II das Anwachsen von zu einem Maximum und Ab- 
fallen auf den Wert $ = 0 für a = 1. In Übereinstimmung mit den Ungleichungen (95) 


verläuft die Kurve : — c im Fall I im Innern des von den Geraden $ = % 
Bm n (x + 1) begrenzten Parallelstreifens der (x, $)-Ebene, im Fall II unterhalb der 


Geraden B = cx. 


! 
B. Der Verlauf der Höhenlinien des akzessorischen Parameters -— (bzw. a läßt 
v VD 


die in den Näherungsformeln (146) zum Ausdruck gekommene bemerkenswerte Tatsache 
erkennen, daß im Fall I diese Höhenlinien für wachsendes x asymptotisch in Linien 
ß = const. und im Fall II für wachsendes $ asymptotisch in Linien x = const. übergehen. 
Also ist bei einem KÄreisbogenviereck des Typus 1 (Fig. 2,) der akzessorische Parameter ım 
wesentlichen durch das Radienverhältnis der konzentrischen Kreise (iß = Logarithmus des 
Radienverhältnisses) bestimmt und der reelle Schnittwinkel x übt nur dann einen merk- 


lichen Einfluß aus, wenn 14 einen hinreichend großen Wert besitzt. Bei einem Äreis- 
X 


bogenviereck des Typus 11 (Fig. 2) dagegen bestimmt sich der Wert des akzessorischen 
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Periodenquotient und akzessorischer Parameter als Funktionen 
der geometrischen Konstanten des Polvygons 
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Fig. 811. 


Parameters vorzüglich aus dem reellen Schnittwinkel der Gegenkreise (in Fig. 27: Geraden), 
während der imaginäre Schnittwinkel des anderen Paares (Log. d. Radienverh.) nur dann 


2 


einen merklichen Einfluß ausübt, wenn E einen hinreichend kleinen Wert besitzt. 
X 


An Hand der Fig. 8,, 817 bestätigt man die ausgezeichnete Konvergenz der Lösungen 
(144) und insbesondere die Güte der ersten Näherungen (140), deren besondere Bedeutung 
im folgenden Abschnitt ins Licht gerückt wird. Z. B. ergibt sich für = 1, =1 der 


* 
T * [2 [2 [3 . * [3 [3 n 
Wert — = 1,5 und dieser stimmt, wie die Entwicklung (144) zeigt, mit dem wahren 
L 
Wert des Periodenverhältnisses bis auf 1°/,, überein. Für die quantitativ richtig gezeich- 


neten Fig. 2), 3 ist der reelle Schnittwinkel z und das Radienverhältnis 3 gewählt 


(ebenso für Fig. 2;,) und mit diesen Werten ergibt sich: 


E —= (0,25 
ß = —1g3 = 0,3497. 
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Fall I Fall II 
;—r1B = 1 28 
x * 
” un u Tu ER. 
oo © oo 0 


Für Wertepaare x, ß, die im Fall I ein || <1 bestimmen, können durch Übergang 
zum negativreziproken Wert, den die Entwicklung des Falles IV liefert, gleich günstige 
Konvergenzverhältnisse erzielt werden. 

Damit ist für die Polygone der betrachteten Klasse gezeigt, wie hier alle mit dem 
Abbildungsproblem zusammenhängenden Fragen theoretisch und praktisch vollständig 
beantwortet werden können. 


1,5. Grenzübergang zum Kreisbogendreieck. 


Die bei der Lösung des Parameterproblems gewonnene erste Näherung erhält ım 


Fall Il eine selbständige Bedeutung durch den Grenzübergang > ©, bei dem sich das 


Kreisbogenviereck der Fig. 2ır in ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln a7, 35 ver- 


wandelt. Beı diesem Grenzübergang strebt nach (140;,) 


ı* 
— 00, 
j 
a a* a | ni " 
während nach (146717) von 8 unabhängig ist und darum beim Grenzübergang unge- 
() 
1 
ändert bleibt. Es wird: 
eg 
u 
(147) Ri 
5 \ 
a a* ı, i1+& 
ua, 
0) © tr 1—a 





d.h. die beiden Parameter und a der Lameschen Differentialgleichung reduzieren 
sich auf den einen Parameter a, die elliptischen Funktionen entarten in trigonome- 
trische. Der Parameter a bestimmt sich nach (147) in einfacher Weise aus dem Winkel 
ız, der — ursprünglich Schnittwinkel der Gegenkreise des Vierecks — beim Grenzüber- 
gang Innenwinkel des Kreisbogendreiecks in der durch Zusammenrücken zweier Ecken 


mit den Winkeln ., (vgl. Fig. 211, S. 98) entstandenen neuen Ecke ist. 
. on Fr 0: . . .. 
Bei der Ausführung des Grenzüberganges .* — oo wird in bekannter Weise 
L 
| 7 \ Ä 7 ) 
Ce, = , r Ca = (la = — r < 
. 3\2m,/ ' * . 3 \20 a 
(148) e 
a / 6) 1 un\z 
u) = eg + : | 5 \ u, o(u) = e* (a) 20 sin 
20, 20, 3\2w, i 114 20, ' 
so daß die Abbildungsfunktion (23) sich in 
in (a ı) tg tg 
s a—ı a — ctg — 
y 20, - uote 8 20, > 20] = che 
(149) (u) = nn o0: WE. ae ei Ba 7__ 20, 
m | zu na 
sin „— (@a+ u) etg — + ctg „— 
(01 v7 20, 


verwandelt. Aus der ersten der Gleichungen (20) folgt im Fall II in Übereinstimmung 
mit (147): 








(150) ctg Sn = — ia 
2 
































Tg nn m Samen 
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so daß die Funktion, die das Innere des Parallel-Halbstreifens der u-Ebene auf das Innere 


des Kreisbogendreiecks mit den Winkeln 7: an, 3 . abbildet, die Gestalt 





2 
zul 0... AU 
cos > + ıx sın 5 m 
(dv) u) —i1A u 
(151) n(u) = I 9 
u. zu 5. U 
C - — 1X SIN - 
20, 20, 











erhält. 
Um die Einordnung des Ergebnisses in die Theorie der hypergeometrischen Funktion, 
die die allgemeine Abbildung der Kreisbogendreiecke beherrscht, zu vollziehen, schreibe 


man: 


N — eins a 


sin © + ix C08 v COSAXv + Isin av 014 \ u 
—— — —— —— = - — 
sin v — IX COS v cos av — isin av’ 2 


woraus sich wegen °°) 


’ ' a—1 x—+ 1 
(152a) xcosv cosav — Sinvsinavr = — 5 608 (a + 1)v — 5 608 (x — 1)v 
a—1 s+1 1 . 
= R ( 3. sin? ı 
' ’ a—1 . a+1. 
(152b) sin v cos av — a cos v sin av = — - 97 sin (x + 1)» — g sin (x —1)v 
ER 


\ 
— (1 — a2) sin » F(3, 5395 


für die Abbildungsfunktion die Darstellung 


mit 





= Da: Zu . 
u "+ Diem 55 aaa 
EZ E 0 

u” u 75 20] 


(154) la) = 











ergibt. Zähler und Nenner sind Lösungen der Darbouxschen Differentialgleichung 
d?y 7 ) 1.2 
a EUER ODE 
us du? (26; 2. = y=d, 
sin 
20, 


die bei dem Grenzübergang | w,| — © aus der Lameschen Gleichung (31) entsteht. 
Durch die Substitution 

la) 

a 20, 


. nn) u. ’ _x 
(156) cos 5 = 7 z ) X 
3 \2o] 


verwandelt sich (155) in eine spezielle hypergeometrsche Differentialgleichung für y(X), 
und dem zur Bildung der Funktion £ verwandten kanonischen Fundamentalsystem der 





33) C, F. Gauss, Werke 8, S. 127 und $. 130, (2). 
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Stelle X = 0 entsprechen im Großen die Integraldarstellungen: 
1—a 
nah. de > Te et 
YaılX) ra en |" (vw —1)?(X— u)? dud=F ER 9393 x), 
u # , ’ a 
(—1) ? "aan, Zi 2 ‚ypl* x, 83 r 
yalA) = — fe (ve —1)?(X— u)? du=YXFIZ,— 5,3; Ä]. 
0 Be = ); 2 2'2 
Damit erhält (154) die Form 
X “ & 1—ı 
f vw (w—1)?(X— uw) ? dw 
AQ Po.& 0 En ar za ng nn nn a en Pu 2 (2) 
(158) bei = er A = cos In)’ 


= (w — 1)? (X — u)? dw 











aus der zur Kontrolle die Lage der Ecken des Kreisbogendreiecks in der Z-Ebene 








» " x UX 
(0) . en Zn; 1— a8 ctg 7 
Y (159) I C(®,) = ()y.) >09 
“ . . R x 
" > + oo) = ee ir \2 
L/rLoo) 
abgelesen werden können (Fig. 9). 
El,N &(0) Die Darstellung (158) der Funktion Z, die sich nur durch eine 
lineare Transformation von der Abbildungsfunktion (153) unter- 
v scheidet, ist aus folgendem Grunde bemerkenswert: Sie macht 


deutlich, — was die Struktur der Abbildungsfunktion (24) nicht 
ohne weiteres erkennen läßt #) —, wie der akzessorische Para- 





() 


or ( . =, .. 0) . . 
Fig. 9. meter A beim Grenzübergang -"— oo den einen Innenwinkel des 
Kreisbogendreiecks bestimmt. 


u j i ” aa a „na 
2. Kreisbogenviereeke mit den Winkeln —, 5: 35: 35- 


2,1. Aufbau der Abbildungsfunktion, Diskussion der Symmetrieverhältnisse. 

Da sich Kreisbogenvierecke mit zwei rechten Innenwinkeln und zwei rechten 
Außenwinkeln ebenfalls in Steinersche Kreisnetze einbetten lassen, so können sie wie 
in 1,1 durch lineare Transformation und Logarithmierung auf Geradenpolygone mit 
paarweise parallelen Seiten und im Endlichen gelegenen Ecken abgebildet werden. Um 
die Abbildungen der x-Halbebene auf dıese Geradenpolygone näher zu bestimmen, werde 
festgesetzt, daß den Verzweigungspunkten e,, 3, &5, © die Ecken t,, 3, fa, O mit den Innen- 


Pr Zur EZ . | ’ . 
winkeln 3, —, =, 35 entsprechen. Aus dieser Forderung ergibt sich für das Differen- 


Eu - - _ 


tial der Abbildungsfunktion der Ansatz 





.. | EL use dr 
(2 — e,)(r — e;) (A?) 


>) Beim Grenzübergang verwandelt sich (24) in 


X r_ 


a—1] 


X 
-y/X-ı ax 

»/] - 
UV 
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wobei Q(x) dazu bestimmt ist, im Unendlichen das richtige Verhalten des Differentials 
zu erzwingen. Dies zu erreichen, muß Q(r) als quadratische Form angesetzt werden, deren 
Nullstellen zunächst reell anzunehmen sind. 

Das unbestimmte Integral 


r—e ü dx 
(160) fl Vo: je-o)@ Ale -B) 


leistet die Abbildung der Halbebene auf ein Geradenpolygon mit den vorgeschriebenen 
Winkeln und läßt den Umgebungen der zusätzlichen Verzweigungspunkte einseitig un- 
endliche Parallelstreifen in der t-Ebene entsprechen. Diese Halbstreifen müssen mit 
Rücksicht auf die weitere Abbildung durch die Exponentialfunktion der Achse imaginärer 
x parallel sein und, um keine zusätzlichen Ecken des Kreisbogenvierecks zu veranlassen, 





die Breite 1 besitzen. Das ist der Fall, wenn an den Polen = A und r = B die Re- 
siduen der Abbildungsfunktion + 1 betragen, d.h. wenn A und B durch die Beziehung 
(161) | BO B—e, 


(A—e)A—e) (Be) (B—e,) 

verknüpft sind und die Konstante c aus 

(162) @= (A — B)%? (A—ea)A— e3) — (B— A) (Be) (Be) 

| j B—e, 

bestimmt wird. Die Beziehung zwischen den beiden Parametern A, B (A # B) ist in- 
volutorisch, sie kann in der Form 

(163) (A— e)(’B— e)— ei=, ei > (e — e)(eı — &3) 
geschrieben und als Spiegelung an einem Kreise vom Mittelpunkt e, und Radius o, ge- 
deutet werden. Die Realität dieses Kreises ist durch die Reihenfolge der Verzweigungs- 
punkte e; bedingt (vgl. Fig. (10a), (10b)). Ein reeller Spiegelkreis (e, > 3 > e,) erzeugt 


e, Be, e, A 











Fig. 10b. 





eine gleichlaufende Involution (Kathetensatz), ein imaginärer Spiegelkreis (e3 > €, > ,) 
eine gegenlaufende Involution (Höhensatz). Dies bedeutet für die Abbildung eine Unter- 
scheidung hinsichtlich der Symmetrieverhältnisse, die in der Halbebene herrschen und 
sich auf die Bildbereiche übertragen. Im ersten Fall folgen gleichwinklige Ecken paar- 
weise aufeinander, es herrscht Symmetrie bezüglich einer Mittellinie (lineare Symmetrie), 
im zweiten Fall trennen sich gleichwinklige Ecken, es herrscht Symmetrie bezüglich 
eines Mittelpunktes (zentrische Symmetrie), Fig. 1a, 11b. 
Zur tieferen Einsicht in die Analogie fasse man die drei Kreise A, ({= 1,2,3) um 
die Verzweigungspunkte e, mit den Radien o; ins Auge, wobei 
= = (e) — ®z)(eı — 63) 
(164) 05 = (eg — e3)(eg — ©) 
0 = (es — eı)(e3 — 3) 
gesetzt ist. Bei jeder Anordnung der Verzweigungspunkte e; sind zwei dieser Kreise 
reell und einer imaginär. Wird die Spiegelung an Ä,; symbolisch mit 5; bezeichnet, so 
folgt aus der Definition 


(165) $5A=6+ , 


Journal für Mathematik, Bd. 181. Heft 2. 16 
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tS%) 








Fig. 11a. 


ti) 











USx) 








Fig. 11b. 


daß die S; (= 1,2,3) zusammen mit der Identität eine kommutative Gruppe bilden: 
(166) 5:5, = SS; = $ı G($k+N). 
Die Spiegelung am imaginären Kreis kann also durch aufeinanderfolgende Spiegelungen 
an den beiden reellen Kreisen erklärt werden. Deren Schnittpunkte sind die konjugiert- 
komplexen Doppelpunkte der Involution 
(163a) (A, B,e, + 0, & — 0) = —1, 
die durch Spiegelung am imaginären (im Augenblick mit A, bezeichneten) Kreis be- 
stimmt wird. 
Besonders deutlich werden die Verhältnisse nach stereographischer Projektion der 
Ebene auf die Kugel. Die Pole 


2e; e — 0 —1 az 
HZ — u 5m (=1,2,3) 
gt! a u! 


der auf die Einheitskugel überpflanzten Kreise A; bilden zusammen mit den Bildpunkten 
von A, 85,4, 8,4, 5,4 ein vollständiges Vierseit. Spiegelung an einem reellen Kreis A; 
bedeutet Projektion von seinem außerhalb der Kugel gelegenen Pol aus, Spiegelung am 
maginären Kreis Projektion von seinem innerhalb der Kugel gelegenen Pol aus (Fig. 11). 
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Die Symmetrie der Parameter hinsichtlich der Spiegelung 5, hat die gleiche Sym- 
metrie der Abbildungsfunktion (160) zur Folge. Werden zwecks eindeutiger Erklärung 
des Integranden alle Argumente in der unteren Halbebene gemessen (vgl. (2)), so folgt 
im Fall e, > e>e, (K, reell) durch Umrechnung des Integrals wegen $, © = e;: 


(167) (5,2) —t, = ir) 
und im Fall e, <e, <e, (K, imaginär): 
(168) (512) — = — Ua) 


als analytischer Ausdruck der linearen (erster Fall) bzw. zentrischen Symmetrie (zweiter 
Fall) des Bildbereiches, Fig. 11a, 11b. 





Durch den Übergang zur Exponentialfunktion (22) wird die konforme Abbildung 
dieser Geradensechsecke auf Kreisbogenvierecke der n-Ebene geleistet, deren Symmetrie- 
eigenschaften den Formeln 

















(518) _ 7 
(169) n(e,) G; (x); 6, > 6 > 2) 
und 
(51%) 4 


(170) DD 


= ——, 
ale) nl“) 
zu entnehmen sind. Sie sind Ausdruck der gegen lineare Transformation invarianten 


Eigenschaft der Kreisbogenvierecke mit den Winkeln >: n 3 5» 3 5 einen Symmetriekreis 











oder einen Symmetriepunkt zu besitzen. 


2,2. Zusammenhang der zusätzlichen Verzweigungspunkte mit dem akzessorischen 
Parameter der Differentialgleichung. 


Die durch die vorigen Überlegungen gewonnene Abbildungsfunktion 


x 
J au dx 
(171 ) y / (2—2,.)(2—,) (£—A)\2—B) 


nl) = —=e* 


ist nach der allgemeinen Theorie der Quotient zweier Lösungen der linearen Differential- 
gleichung (V), deren Koeffizienten mit Rücksicht auf die Winkel 








(172) 6,235, d,n = n=5: d.n = 35 
des Kreisbogenvierecks die Form 
++ 4-10, m - E-ele=e 
(173) T—e —&% I6—e (x) ”—e 
(2) = er 
(T — e,)(R — &) (0 — e;) 


16* 
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erhalten. Dabei sind die durch die Involution (163) gekoppelten Konstanten A, B der 
Abbildungsfunktion in bestimmter Weise mit dem akzessorischen Parameter c, ver- 
knüpft. Diesen Zusammenhang aufzudecken, bilde man die Differentialresolvente der 
Abbildungsfunktion (x), die nach der allgemeinen Theorie die Gestalt 


n 1 d 
(174) [nl = tr) — 5p*l2) — 7, 
annimmt. Dabei ist zu berücksichtigen, daß die Schwarzsche Differentialinvariante 
“r BE. , (2) BE (#,)' 
al In = de\n' 2\ 9’ 


für die Funktion (171) vermöge der Beziehung 
en Eine 1[. dt\? 
(176) [et] = (1, 5 (in 2) 


berechnet werden kann. Ist dieser Ausdruck hergestellt, so lehrt der Vergleich mit (174), 
daß der akzessorische Parameter c, der Differentialgleichung mit den zum Aufbau der 
Abbildungsfunktion (171) erforderlichen, involutorisch gekoppelten Konstanten A, B 
durch die Beziehung 





in A+B 
(1 dd ) Gar z 
verknüpft ist, daß diese sich also aus vorgegebenem akzessorischen Parameter c, in der 
Form | 
TEE en 
(175) an. Se kaum e) ui 07 = (eı — ez)(eı — 65) 
B = %e, — 69) — V (2, — &” — ef 








berechnen lassen. 

Hieraus entnimmt man, daß die zusätzlichen Verzweigungspunkte A, B im zentrisch 
symmetrischen Fall (e3 > e,> €;) immer reell sind, im linear symmetrischen Fall jedoch 
nur dann, wenn der akzessorische Parameter 2c, außerhalb des Intervalls <e, — p1, € + 0, 
liegt. Sonst sind die zusätzlichen Verzweigungspunkte konjugiert komplex und liegen 
auf dem Kreis mit dem Mittelpunkt e, und dem Radius o,. Was dies für die Abbildung 
bedeutet, wird durch eine spätere Überlegung ins Licht gerückt (2, 4). 


2,3. Lösung der Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Von einer Lösung (171): (x) = ne der Differentialresolvente (174) gelangt man 
% . 
mit Rücksicht auf die Abelsche Relation 
“ dy dys un C (2 — &)(7 — e;) 
Q Me. — fı | BE, - 
BR er Ida . VR(x)' a, —e, 


zu den Lösungen 


[ dt 
+e 


(150) Yılz) , @—4X2—B)\ Ra) 


ns = Y(xr— A)(fr— B)e 


der linearen Differentialgleichung 
dy AR'x)dy Ir—e, +14A+DB) 
re. FIAT TE u 
de 2 Rix)dze (2 — e,)(£ — &8,)(x — e;) 
Führt man das elliptische Integral erster Gattung als neue Veränderliche (x) ein, 
so verwandelt sich (181) in die Differentialgleichung mit doppelt periodischen Koeffi- 


zienten 


(181) 





d?y Pu) dy 


N! U en Ka Aue _ 
du? P(u) —& du [2p(u) 46] + p(a) p(b)]y Be 0, 

















in 
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wobei 

(183) A=pl(la), B=p(b) 
gesetzt ist ®°). 

Die durch die konforme Abbildung gewonnenen Lösungen erhalten eine den Lösungen 
(32) der Hermiteschen Gleichung völlig entsprechende Gestalt. Zunächst ergibt sich 
aus (160): 


I fL 





A—e da B—e da 
(184) int(x) = c = / 4 | 
A— BJ («— A) P(x) Be 5 (2 — B)Y P(x) 
und aus (162) folgt: 
„4 „PB — 


Offenbar ist beiden Quadratwurzeln verschiedenes oder gleiches Vorzeichen zuzuweisen, 
je nachdem e, > e3 > e, oder e, > e, > e, ist. Da mit Rücksicht auf die Lage der Ver- 
zweigungspunkte (vgl. Fig. 10 a, 10 b) p’(a) und p’(b) das entgegengesetzte Verhalten 
zeigen ®°), so ergibt sich nach Ausführung der Substitution (5): 


u 


(185) — YP(B). 


du 


aa, ! a j du ’ 
(186) ei a) plu) — pa) * of: p(u) — p(b) ’ 


wobei die akzessorischen Parameter a, b auf Grund der in Abschn. 2, 1 diskutierten 
Symmetrieverhältnisse (vgl. Fig. 11 a, 11 b) durch die Beziehung 


(187) ja +b= o| 








verknüpft sind. Nach (6) und (23) folgt also in beiden Fällen (lineare und zentrische 
Symmetrie): 

o(a— u) o(b + u) 
o(a+ u)o(b— u) 


als Darstellung der aeg die die Abbildung des Rechtecks auf ein Kreisbogenviereck 


(188) „= ezulita)—(b)] 


mit dem Winkeln / 3: 9 3 35: 35 leistet. Die hieraus sich ergebenden Lösungen der 


Differentialgleichung (182) 





(189) | y,(u) = sla— u)olo, -a+t u) eulia)—o,—a)] 


o(a)o(u) (©, — a)o(u) ‚ Ylı) = yılu) 











entsprechen in ihrem Bau den Hermiteschen FE (45) für n = 2, die die Abbil- 


dung eines Kreisbogenvierecks mit den Winkeln ° 5, 3 50 2: 55 liefern. Die Analogie 


wird noch offensichtlicher, wenn in (188) die Verknüpfung der beiden Parameter a, b 





u Für 
1 
"=-— ! 
Vp(u)—e, 
erhält die Differentialgleichung die Form: 
d?ı e,)(e, — € 
a — [rt + 2 ie > + pa) + Pl) —a|y* = 0. 
36) Nach den Festsetzungen (2) wird 
im Fall der Fig. 10a: im Fall der Fig. 10b: 
p’(a)= —|YAP(A)| p'(a) = — |V4P(A)| 


p’(b)= — |Y4P(B)| p’(b) = + |YAP(B) | 
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._ 


rcemäß (185) ın der Form 
’ u b 
(187 a) pl) __ PO) _y 


pla)—e, Plb)— ei 
angegeben wird, aus der leicht p(a + b) = e,, d.h. (187) folgt. 





2,4. Anwendung des Spiegelungsprinzips. 

Die Abbildungsfunktion (188) läßt sich im linear symmetrischen Fall nach dem 
Spiegelungsprinzip durch analytische Fortsetzung aus der Abbildungsfunktion (23) ge- 
winnen. Da dann die Bedeutung des Intervalls (e, —0,, eı + 0,) für den akzessorischen 
Parameter (177) unmittelbar der Anschauung entnommen werden kann, so sei es gestattet, 
kurz darauf einzugehen. 

Die Anwendung des Spiegelungsprinzips läuft in dem vorliegenden Fall darauf 
hinaus, den Einfluß der Verdoppelung der Periode 2o, auf die Abbuldungsfunktion (23) 
zu untersuchen. Hierzu bilde man beide Rechtecke (2o,, ®;) und (©,, ®;) auf einander 
ab, zunächst das Rechteck (2o,, ©3) durch 
e, = p(2w,; 20,, @s) 
es = Ps; 201, 5) 
auf die r-Halbebene, wobei die Symmetrielinie &), ©] + ®, in einen Halbkreis vom 
Mittelpunkt e, und Radius o, = Ye, — €,)(e, — 3) übergeht, sodann den nach Aus- 
lassıng der Halbkreisfläche verbleibenden Restbereich der x-Halbebene durch 


/ 9 

X — Ce, — D,\“ 
(91) u. ( di: bear ) 
ı—- Aare 


(190) x = plu; 20,, ®s) | 


auf eine :-Halbebene und diese schließlich durch lineare Transformatıon auf eine £-Halb- 





ebene: 
x C9 mar e 0 Fr 
(192) 7,0) + 01 6 — 01 69, © — 3,0, 00, 2, = |-— = 3)  1-—$, E13 E35 E95 ©. 
j ee T2ı 
Mit Rücksicht auf 
(&,, €3, €, 00) = (0, oo, 2,, 1) 
und 
ei 2. 2: 2) — (, = 0 
genügen die Verzweigungspunkte e = p(®;: @,], 3) der Proportion 
(195) 4:98: =1—2,:22—2:2. +1 
— ) EB AT TBRRERIE ) bi, Au gr 
= e, 0, : 67 0] : ei. 


Setzt man den Proportionalitätsfaktor gleich 1, so wird 
dE dr 


(194) = — — -? 
IE — IE — BE — 8) Var — er — er — 6) 
und das elliptische Integral erster Gattung mit den Verzweigungspunkten e,, €;, €, bildet 
die &-Halbebene auf das Rechteck (o,, ®;) ab. Die quadratische Transformation, die 
den Übergang von x = p(u: 20, ©,) zu E= Pp(u;_,, ©,) vermittelt, erhält danach 
dıe Gestalt: 
(e, — E,)(C, — 65) 


(195) E=ı _ 
A u 


Zur Umrechnung der Abbildungsfunktion 


Dive 
1 
1 
m 
u 
Many 
Enz 
zn 
EN 
—— 
a 


ıst nach (195) 


(196) A=A+ 
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zu setzen. Dann wird nach Einführung des Spiegelpunktes B von A bzw. des o,-Kreises 
in der x-Ebene: 











(197) A=A+B—, 
und 
(198) P(A) = (A —D (A a — 6.) TE ER (e— A)(r— DB) | 
ui e En 65 


so daß die Funktion, die die x-Halbebene auf das symmetrische Geradensechseck der 
Fig. 11 a abbildet, die oben angegebene Gestalt erhält (vgl. (160), (162), wo e;, A, B 
durch &,, A, B zu ersetzen ist). 

Die Transformationsformel (195) ermöglicht auch, den Übergang vom Perioden- 
system (20,, 20,) zum Periodensystem (4@,, 20,) sofort an der Differentialgleichung 
(31) auszuführen: Sie verwandelt sich nach 





(Ce, — E3)(eı — ®;) 
plu; 20,, 05) — E 


(195 a) p(u; ©), @,) = plu; 2o,, @;) + 
in 
(ei — Ea)(eı — 63) 


a TE 
’ "u 2 1 


d’y 
a. 20(u; 20,, @;) + 2 


(vgl. 3°)), wobei Am p(a; 20,, ©), B = pl(b; 20,, ®,) gesetzt ist und nach dem Spiege- 


(199) 


lungsprinzip a + b = 2o, wird. 

Jetzt läßt sich die Bedeutung, die das Intervall 

(ei — 013 &ı + 01) 

u  A+B tg 
für den akzessorischen Parameter c, = €, — — 1. (vgl. (177)) im linear symmetrischen 
Fall besitzt, anschaulich erfassen: Mit Rücksicht auf (197) transformiert sich dieses 
Intervall in das Intervall <e,, e3) der &-Achse. Gehört nun der akzessorische Parameter 
diesem Intervall an, so liegt a auf der spiegelnden Seite des Rechtecks und die Abbildungs- 
funktion (23) besitzt bei der Verdoppelung der Periode », einen Pol (a) im Innern des 


Rechtecks (2w,, ©) (vgl. Fig. 13). Die zusätzlichen Verzweigungspunkte A, B der Ab- 
bildungsfunktion (160) sind in diesem Fall konjugiert komplex und liegen auf dem 
Spiegelkreis um e, mit dem Radius 0,. Die Figuren 13 machen die Abbildung im ein- 
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Fig. 13. 





194 von Koppenfels, Konforme Abbildung besonderer Kreisbogenvierecke. 


zelnen deutlich. Das Geradenpolygon der t-Ebene besitzt einen Halbstreifen der Breite 
2 und man erkennt, wie in der x-Ebene, u-Ebene und y-Ebene die Schlitze nachträglich 
fortgelassen werden können, so daß der Pol in das Innere der betreffenden Bereiche zu 
liegen kommt. Figur 14 veranschaulicht den Übergang zu dem Typus der Figur 11a, 
wenn a auf den Rand rückt (a = w, Lamöscher Fall). 
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Fig. 14. 


Geht man von der Differentialgleichung (199) aus und bringt sie vermittels der 
Transformation (195 a) formal auf die Gestalt (31), so ist zu beachten, daß in dem zentrisch 
symmetrischen Fall e3> e, > e die Verzweigungspunkte e, = e, + 20,,& = &, — 20, 
konjugiert komplex werden und in die Schnittpunkte der Kreise um e, und e, mit den 
Radien o,, 03 fallen. Formelmäßig bleibt der Einfluß der Verdoppelung des Perioden- 
parallelogramms, das in diesem Fall kein Rechteck ist, auf die betrachteten Funktionen 
ungeändert. 

Mit diesen Überlegungen, die den linear symmetrischen Fall vollständig einordnen 
in die Untersuchungen des ersten Teiles und die Analogie für die Behandlung des zentrisch 
symmetrischen Falles deutlich machen, kann die Diskussion der konformen Abbildung 


1 7 IT IT 
515 3 5 3 5 als abgeschlossen gelten. 


Auch die Ausführung der Konstantenbestimmung (Lösung des Parameterproblems), 
die für den linear symmetrischen Fall unmittelbar durch die früheren Untersuchungen 
gegeben wird, verläuft für den zentrisch symmetrischen Fall im einzelnen völlig gleichartig. 


der Kreisbogenvierecke mit den Winkeln 


Sehlußbemerkung. 
Der glückliche Umstand, daß das Parameterproblem für die Kreisbogenvierecke, 


deren Winkel ungerade Vielfache von ” sind, identisch ist mit dem Parameterproblem 


2 
für die Geradenpolygone, die sich in das Koordinatensystem eines Parallelstreifens ein- 
fügen und im Endlichen vier Ecken besitzen, — dieser Umstand ermöglicht einen zwei- 
fachen Anschluß an die Theorie der Differentialgleichungen: 

I. Das Parameterproblem der Abbildungsfunktionen i(x) dieser Geradenpolygone 
spiegelt das analytische Verhalten der Lösungen Pochhammerscher Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung mit n +1 Verzweigungspunkten (Anzahl der parallelen Halbstreifen 
— n— 2). Diese Lösungen sind die bestimmten Schwarz-Christoffelschen Integrale. 

Il. Die Abbildungsfunktionen der Kreisbogenvierecke — Exponentialfunktionen 
mit dem unbestimmten Schwarz-Christoffelschen Integral im Exponenten — sind die 
Quotienten der Lösungen linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 4 Verzwei- 
gungspunkten, die sich als Differentialgleichungen mit doppelt periodischen Koeffizienten 
schreiben lassen. Die Abhängigkeit der beiden Parameter dieser Lösungen: Periodenver- 
hältnis und akzessorischer Parameter — von den geometrischen Konstanten des Polygons 
wird in Verbindung mit I vollständig beherrscht. 


Eingegangen 25. März 1939. 
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